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Produit scalaire — Produit
- ]
vectoriel dans l'espace
|. Rappels
I. 1 Déterminants
Activité 1
Soit ABCDEFGH un cube d'aréte 1. Soit # une base de l'espace.
H G a a’ a”
i Soit u{ b |, v| b’ |et w|b”| trois vecteurs de l'espace.
E I E c ¢ ¢’
[?)i_____ ______ C Le déterminant de (ﬁ,\qz,\_av.) dans la base % est le réel
yd a(b'c”"—cb")—b(a'c"-c'a")+c(ab"—b'a").
A - B

On munit I'espace du repére (A, TB, E, E) et on note % la base (TB, rD, E) .

Déterminer les coordonnées de chacun des sommets du cube.

Calculer det 4 (rB, A—C, TH) , det 4 (A—.D, IF, E), det (TB, E, E) .
Activité 2

L'espace est muni d'un repere (O, u,v, v_v’) et # — ‘g une base de I'espace. )
Les points A, B, C et D sont coplanaires,

désigne la base ({i, ;1, _V_&;) . si et seulement si, le déterminant de

e : (AB,AC,AD lab L

On considére les points A(1, 2, 0), ( C,AD) dans la base & est o

B(O, -1, 1), C(—l, 0, 2) , D(O, 1, O) et E(l, 2, —2).

1. Les points A, B, C et D sont-ils coplanaires ?
2. Les points B, C, D et E sont-ils coplanaires ?

l. 2. Produit scalaire dans I'espace

Activité 3
Soit ABCDEFGH un cube d'aréte a. * Soit A, B et C des points de I'espace.
1.Exprimer & l'aide de a les produits Le produit scalaire des vecteurs AB et AC est
scalaires ci-dessous. le réel défini par
AFAB , AEDC , AFDG , AFDH, « AB.AC=0,si AB=0ouAC=0.
AFDE. . A—.B.E=AB.AC.cosﬁj,sirBetKé

2. Exprimer a l'aide de a les distances sont non nuls.

AC, AF, DH et DF. * AB.AB-= ”/TB”Z — ABZ,
Produit scalaire — Produit,
Vectoriel dans I'espace

PROF : ATVMANI NAJIB
http:// xriadiat.e-monsite.com
page1




:PROF : ATMANI NAJIB . : 1BAC SM BIOF
http:// xriadiat.e-monsite.com

Propriétés (Rappel)
Pour tous vecteurs u , v et w de ’espace et tous réels a et 3

— — — — — —- —

e UV=Vu. 'U.(V+W)=11.V+11.W.

. (aﬁ).;z = ﬁ.(ou?) = a(ﬁ.;z). . (aﬁ).(ﬁ@) = aﬁ(ﬁ.;/).

Activité 4
Dans la figure ci-contre, ABCD est un tétra¢dre tel
que les triangles ABC, ABD et ACD sont
rectangles et isocéles en A.
On suppose de plus que AB=AC=AD=1.

>
Q----->0
|
1
1
i
@)

1. Montrer que le repére (A,AB,AC, AD) est B

orthonormé. On dit que le repére (O, i, l_i) est
2. Déterminer les coordonnées du centre de orthonormé si,

gravité P du triangle ABC. |H| = H _ "f(” —1et Tj=ik=Jk=0.

3. On désigne par G le centre de gravité du

E—— E— — -

Déterminer les coordonnées de G.

4. Montrer que DG = %ﬁf’

Activité 5
Soit ABCDEFGH un cube d’aréte 1, Soit (O ,T,},E) un repére orthonormé de 1’espace.
I et J les milieux respectifs de [FB] et [CD] <’
et K le pied de la hauteur issue de A dans le ~ + Pour tous vecteurs u [;} et Q(y’J ,
triangle ABH. z z'
Utiliser un repére orthonormé adéquat pour wv=xx'+yy +zz' et ||ﬁ|| - \/xz +y*+22 .

répondre aux questions ci-dessous. » Pour tous points M(x,y,z) ¢t M'(x',y',2'),
1. Calculer BE.IJ. MM’ = \/(x_x,)z N (y_y,)z N (Z_Z,)z _

2. a. Calculer KAKC.

b. En déduire la mesure en radian de ’angle AKC.
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Cours

li. Produit vectoriel dans I’espace
I.1. Orientation de I'espace et d'un plan de I'espace

Orientation de I'espace
Soit (o,f,},f() un repére de 1’espace.
Considérons les points de l'espace I, JetK tels que Ol=i, 0] =_j et OK =Kk .
Un observateur d’ Ampére pour ce repére est un personnage placé le long de (OK), les pieds
en O et qui regarde dans la direction de (OI).
Le plan (OIK) partage 1’espace en deux demi-espaces, I’'un & gauche de 1’observateur et
I’autre est a sa droite.
repere direct
« Si (OJ) est dans le demi-espace placé a
gauche de 1’observateur, on dit que le repére K
est direct.
1./0

repére indirect

« Si (0J) est dans le demi-espace placé a droite
de I’observateur, on dit que le repére est
indirect.

Orienter I’espace c’est choisir 1’un de ces repéres.
On dit que 1’espace est orienté dans le sens direct s’il est muni d’un repére direct.
On dit que I’espace est orienté dans le sens indirect s’il est muni d’un repére indirect.

Nous admettrons qu’étant donné une base (Y,],E) , le repere (O,T,],E) a toujours la méme
orientation quelque soit le point O de I’espace.

« On dit que la base (I,],l_é) est directe, dans le cas ou le repére (0,1,3,12) est direct.

+ On dit que la base (Y,],l_i) est indirecte, dans le cas ou le repere (O,T,E,E) est indirect.

» Chaque permutation de deux vecteurs d’une base change 1’orientation de cette base.
 Chaque permutation circulaire des trois vecteurs conserve l'orientation de la base.
» En remplagant un vecteur d’une base par son opposé, on change 1’orientation de cette base.
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| Cours

Activite 1

L’espace est muni d’un repére direct (O,_i.,_j.,l_&) .

Parmi les bases ci-dessous préciser celles qui sont directes et celles qui sont indirectes.
(lak’_]) ’ (J’kal) ’ (ia_j’k) ’ (_iaj’_k) ’ (k,ia_j) ’ (_i’_ka_j) .

Exercice résolu 1

La figure ci-contre représente un cube ABCDEFGH.
On munit I'espace du repére orthonormé direct

(A, AB,AD, AE). E
Dire pour chacune des bases ci-dessous si elle est
directe ou indirecte.

R — ’

( AE,AD,AB);( Eﬁ,ﬁﬁ,F_G); ( CG,DC,BC ) A 4

e
Q

9_
a

Solution
1. On sait que la base ( TB,E,E) est directe.
La base ( AE ,TD , TB) est obtenue a partir de la base ( AB ,TD ,E) par permutation
des vecteurs AB et AE . On en déduit que la base ( AE , rD, TB) est indirecte.
2. Il est clair que ( EF,@,F_G) = (TB, —TE,TD).
La base (TB, AE,AD ) est obtenue par une permutation des vecteurs AD et AE dansla
base ( TB,TD,TE). On en déduit que (TB, TE,TD ) est indirecte, puis que
(TB, —E,TD) est directe.
3. Il est clair que ( C_G,ﬁé,ﬁé ) = (ﬁ, TB,TD) . On en déduit que la base
( CG , B_é, 56) obtenue a partir de la base ( AB ,TD ,TE) par permutation des trois
vecteurs, est directe.

Orientation d'un plan de l'espace.
Soit P un plan de I’espace orienté et O un point de P.

On considere la perpendiculaire A & P en O, un point C de A distinct de O, deux points A
et Bde P tels que O, A et B ne soient pas alignés.

» Le repére cartésien (O, ﬁﬁﬁ) de P est dit direct si (O, ﬁﬁﬁ,&:) est un repere
cartésien direct de ’espace.
« Le repére cartésien (O, ﬁ,@) de P est dit indirect si (O, ﬁﬁﬁ,&:) est un repere
cartésien indirect de I’espace.
Produit scalaire — Produit
Vectoriel dans I'espace
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i Cours
Il. 2 Produit vectoriel
Théoréme
Soit P un plan.

Pour toute base (T,j) de P et tout réel d >0, il existe un unique vecteur k vérifiant

||E|| =d, ki= 1;.3 =0 et la base (T,j,f() est directe.

Définition
Soit u et v deux vecteurs. On appelle produit vectoriel de u par v et on note uAv, le
vecteur défini comme suit.
« Si u et v sont colinéaires alors unv=0.

uAv orthogonald u eta v,
+ Si u et v ne sont pas colinéaires alors (u ,V,UA v) est une base directe,

i ¥] =[] }]-sin
ou o est la mesure en radians de I'angle géométrique déterminé par deux représentants
de méme origine de u et v.

s
@

Exercice résolu 2
L'espace est orienté dans le sens direct.

La figure ci-contre représente un cube E
ABCDEFGH d’aréte 1.

E— - —_— —_— JE— — ’

Déterminer ABAAD, ABAFG, EF AFEF,
EF AGH. A B

Y-—-—-—-=-——-

N

Solution
. Le vecteur ABAAD est orthogonal a chacun des vecteurs AB et AD et vérifie les deux
conditions : la base (TB, E, ABA E) est directe et ||A_'B A E" = AB.ADsin (I?A\D) .
On en déduit que ABAAD=AE.
- ABAFG=ABAAD=AE.
. EFAEF=0.
. EFAGH =0 car les vecteurs sont colinéaires.

Produit scalaire — Produit
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Théoreme
Pour tous vecteurs u, vet w,
cunu=0.
s uAv=0,siet seulement si, u et v sont colinéaires.
. GA\7=—(\7AG).
caunbv= ab(ﬁ A \7) , pour tous réels a et b.
. (G+G)AQ=GA§+\7AQ.
CGA(VEW) =B AT +EAW.
Activité 2
Soit A, B et C trois points non alignés de I’espace orienté.
Quel est I’ensemble des points M de I’espace tels que ABACM =0.
Activité 3
Soit A, B, C et D quatre points de 1’espace orienté.

S —

Montrer que ABAAC+ACAAD+ADAAB=BCABD.
Activite 4
Soit A et B deux points distincts de I’espace orienté et I le milieu du segment [AB].

Déterminer 1’ensemble des points M tels que (W - @) A (m + M—.B) =0.

Expression analytique du produit vectoriel dans une base orthonormée directe

Théoréme
L’espace est muni d’une base orthonormée directe (Y,_J:,l_i) .
a a'
Pour tous vecteurs u| b | et v b’ [, uav=(bc'—cb")i+(ca'—ac’)j+(ab'~ba')k.
c ¢’

Activitée 5
L’espace est muni d’une repére orthonormé direct (O,T,j,l_i) .
On considere les quatre points A, B, C et I de coordonnées respectives
A(-1,2,1), B(1,-6,-1),C(2,2,2)et1(0,1,-1).
Déterminer AB A AC ; XIA(KG+KI); 2XIA(—3§6) .

Produit scalaire — Produit
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( Cours |

Activité 6
Soit (O, i, _j, E) un repere orthonormé direct de 1’espace.
On considére quatre points A(1,0,—-1) , B(1,-2,1) et C(0,-1,2) et D(3,1,0)
1. Déterminer ABAAC.
2. Donner une valeur approchée, en radian, a 0.1 prés de la mesure de 1’angle
géométrique BAC.
3. Montrer que la droite (AD) est perpendiculaire au plan (ABC).

Activité 7 (distance d’un point a une droite)
Soit u un vecteur non nul, A un point de I’espace et D la droite passant par A et de vecteur

directeur u.
On considére un point M de 1’espace n’appartenant pas a la droite D et H le projeté
orthogonal de M sur la droite D.

1. Montrer que MA Au=MH Au.
MAA ]

I

2. En déduire que MH ="

Définition
On appelle distance d’un point M a une droite D, la distance MH, ou H est le projeté
orthogonal de M sur D . Cette distance est notée d(M , D) .

Théoréme
Soit D une droite de vecteur directeur u et A un pointde D .
MA Au
La distance d'un point M de I'espace a la droite D est le réel d(M,D) = ||_,|| :
u

Activité 8
Dans la figure ci-contre, ABCD est un tétra¢dre tel que
les triangles ABC, ABD et ACD sont rectangles et tels
que AB=AC=AD=1.
On munit I'espace du repére orthonormé

direct(A, AB, AC, E) Soit I le point de (BD) tel que

ﬁ=%ﬁ) et K le point (AC) tel que ﬁ:%?c

Calculer la distance de B a la droite (IK) )

Produit scalaire — Produit
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i Cours

Il. 3 Aires et volumes

Activité 9
L’espace est muni d’un repére orthonormé direct (O 1, _j , E) .
Soit u, v et w trois vecteurs de I’espace.

Montrer que (ﬁ/\\?)\? =(\*1/\;v’)1*1 =(;Aﬁ).;=det(ﬁ , v , ;)

Propriété
L’espace est muni d’un repére orthonormé direct (O 1, ] 3 f() .

Pour tous vecteurs u, vet w del’espace,

(u/\v).w =(V/\W).u =(WAu).v=det(u , V, w).

Activité 10
Soit ABCD un parallélogramme .
1. Montrer que ’aire de ABCD est égale a ||TB N E|| .

2. En déduire ’aire du triangle ABD.

Théoréme
« L’aire d'un parallélogramme ABCD est égale a ||TB A E” .

 L’aire d'un triangle ABD est égale a %"TB A E" .

Activité 11
Soit ABCDEFGH un cube de centre O tel que le repére R = (A, TB, E, E) soit direct.

On désigne par I, J, K et L les centres respectifs des faces ABFE , BCGF , CDHG et ADHE.
1. Déterminer ABAAD .
2. Montrer que IJKL est un parallélogramme de centre O.

3. a. Déterminer les coordonnées du vecteur I A IL
b. En déduire ’aire du parallélogramme 1JKL.
4. Calculer le volume de la pyramide AIJKL.

Théoréme
L'espace est muni d'un repére orthonormé direct.

Le volume d’un parallélépipe¢de ABCDEFGH est ¢gal a
((AB A AD).AE| =|det(AB, AD, AE) .

Produit scalaire — Produit
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Cours
Démonstration b | H G
Soit M le point de 1’espace tel que l
ABAAD =AM etK le projeté orthogonal de E Rim g
sur la droite (AM). ﬂ C
On sait que le volume 9/ du parallélépipede A B

ABCDEFGH est €gal au produit de I’aire du
parallélogramme ABCD et de la distance AK,

Do ¥ =|AM]| |AK].
Les vecteurs AM et AK étant colinéaires, on en déduit que |mﬁ| = ”m””ﬁ” .
Par suite, ¥ = ’(A—]é A E)ﬁ‘ = ’(ﬁ A E)E‘ .
Le théoréme en découle.
Activité 12
L’espace est muni d’un repére orthonormé direct (O,Y,j,f() .
On considére les points A(1,0,0) , B(0,3,0), C(-1,3,0), D(2,2,2) , E(3,2,2),
F(2,5,2) et G(1,5,2).

1. Montrer que OABCDEFG est un parallélépipéde.

2. Calculer le volume du parallélépipéde OABCDEFG.
Activité 13

L'espace est orienté dans le sens direct.

Soit ABCD un tétraédre et H le projeté orthogonal de A sur (BCD).
1. Montrer que (ﬁf A ﬁj)ﬁ& = (ﬁf A @)fA .
2. En déduire que ‘(B_(f A ﬁj)ﬁ’ = ||B—(f A @””ﬁ” .

3. Montrer alors que le volume du tétraédre ABCD est égal a %‘(B_(f A ﬁj)ﬁ‘ .

Théoréme
L'espace est muni d'un repére orthonormé direct.
Le volume d’un tétra¢dre ABCD est égal a %‘(B_(f A @)ﬂ‘ = %‘det(B_(f, ﬁiﬁ)‘ .

Exercice résolu 3
L'espace est orienté dans le sens direct. H G

La figure ci-contre représente un cube ABCDEFGH ’ -
d’aréte a et M est le milieu du segment [BF]. E/
1. Déterminer le volume du tétracdre MEBG.

2. En déduire le volume du solide S formé du cube privé C
du tétraédre.

A B

Produit scalaire — Produit
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Cours

Solution

On munit 'espace du repére orthonormé direct [A,er,er,lE) .
a a a

1. On sait que le volume du tétraédre MEBG est égal a %’det(BTE,B—G.,W)’ .

Dans le repére (A, lA—.B, er, 1
a

—A—.E) , les points B, E , M et G ont pour coordonnées
a a

respectives (a,0,0), (0,0,a), (a,O,%) et (a,a,a).

Le calcul donne l‘det (@,B—G.,W)’ = La3 .
6 12

2. On en déduit que le volume de S est égal a %a3 .

Activité 14
L'espace est muni d’un repére orthonormé direct (O, 61, @,&)

On considére les points R(1,1,0) , M(1,1,1) , N(0,1,1) et L(1,0,1).
1. Montrer que OIRJKLMN est un cube.

2.On note A le milieu de [I L] et B le point défini par KB = %@

a. Déterminer les coordonnées des points A et B.

b. Déterminer les coordonnées du vecteur u = OA AOB
c¢. En déduire l'aire du triangle OAB.
3. Déterminer le volume du tétraécdre OABK.

H L G

Activite 15 . 7

Dans la figure ci-contre ABCDEFGH est un WSz M

cube. Les points I, J, K, L, M, N et S sont les E T \,’EIE

milieux respectifs des segments [AB], [AD], : ‘t}" : {0

[DH], [HG], [FG], [FB] ot [EH]. s S

Déterminer le volume de la pyramide SIJKLMN. /JA :\\\ /

7/
A \1 B
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QCM
Cocher la réponse exacte.

1. Soit u et v deux vecteurs tels que v=-2u et ”;” =

Le réel u.v est égal a

[]-2. []2. []4.

2. Soit A, B et C trois points non alignés. Le vecteur ABAAC est
I:l Normal au plan ABC. I:l directeur du plan ABC. I:l directeur a la droite (BC).

3. S_I.AB@ est_u.n pﬂﬁ}llélogramme alors
[1ABAAD=BAABC. []|ABAAD|=[BAABC|. [] [AB A 4D =%||TBA,TC||.

4. Dans la figure ci-contre ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. H G
a. Le vecteur ABAAC est égal a E .
[JABAAD.  [JAGADC.  []ZAE U
b. Le vecteur ACAEG est égal a ,9)"_“ ______ ¢
[]0. [ ]BD. [ ]BF.
A B

c. Le réel AC.FH est égal &

[]2. [o. []+2.

d. Le volume du tétra¢dre FBEG est égal a

e 5 0.

VRAI - FAUX
Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

1. Soit A, B, C et D quatre points non coplanaires de 1’espace.

Si AB.AD =AC.AD =0 alors la droite (AD) est perpendiculaire au plan (ABC).
2. Pour tous vecteurs non colinéaires u et v , la famille {ﬁ, ;1, uA ;} est liée.
3. Soit ﬁ,; et w trois vecteurs.

a.Siuav=v alors v=0.

b. Si wv=uw alors v=w.

c.Si uAv=uAw alors v=w.

Produit scalaire — Produit
Vectoriel de I’espace
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\ Exercices et problémes )

Dans tous les exercices, 1’espace est muni d'un repére Calcler AR : BAT: I ( a_) FiA3k
- alculer jak ; kai; ia{—j); 2jA-3k.
orthonormé direct (O,i,j,k). . ) ]

Soit ABCDEFGH un cube d'aréte 1 Soit u=2i+j+k et w=3i-4j-2k.

H G 1. Montrer que les vecteurs u et w sont orthogonaux.
i 2. Trouver un vecteur v vérifiant uAv=w .
E i E Trouver tous les vectelirs v vériﬁajlt 1} A \1 =w.
i 3. Trouver un vecteur v vérifiant uAv=w et
P wv=1.
A/ 4 Soit u et v deux vecteurs vérifiant ”ﬁ” =1,

En utilisant un repére orthonormé adéquat, ”v” =4 etuv=2.5o0it w=2uAv-3v.

calculer

R Calculer ﬁ\—v’, v.w et ”\_v.”
AGFH ; AGHC ; EG.GB ; ABHB.

Soit ABCD un tétra¢dre régulier de c6té 1. D@ Soit u et v deux vecteurs unitaires est

1. Calculer ABAD et ABAC orthogonaux et soit w un vecteur vérifiant

2. En déduire ABCD . uswEwAv. )
3. En déduire que deux arétes opposées sont 1. Montrer que w est orthogonal 4 v et que sa norme
orthogonales. 1

vaut —\/E .

@ Dans chacun des cas suivants, dire si le repére

—- 1~ 1~ -
2. Montrer que w=—u——UAV.
proposé est orthogonal. 2 2

a. (0 ,j"' E,f( —]5) . Trouver dans chacun des cas ci-dessous un
b. (O,T—E,E—E,E—T)- vecteur non nul w orthogonal aux deux vecteurs
uetv.
@ Soit ABC un triangle. (1 (-2
. . a u/2|et vl 3.
1. En écrivant BC = BA + AC, montrer que 3 1
o (2 (0
BCABA=ABAAC b. ul 1 |et v|-1].
2. Montrer que CAACB=ABAAC. -1 3
3. En déduire que 1+2 -1
AB _ AC _ BC c. ul =2 | et v|2-2
sinC sinB sinA 1-v2 3-22
] .- 1Y (0
@ Dans chacun des cas suivants, calculer uav. IT_ﬂ On considére les vecteurs u| —1 |, v| 1 | et
- e .. 0 -1
a.u=j-2k et v=i+j-k. :
b.u=i-2j et v=i+k. \7( OJ. Calculer les composantes des vecteurs
R T T T S B 1
c.u=i+zj+lk etv=li——j+lk. oy — - e
37 2 3 97 2 (u/\v)/\w etU/\(VAW).

Que remarque-t-on ?
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[12] Soit les points A(1, 1, 1), B(2, 1,0),
C(—l, 2, 2) , D(3, 0, O) et E(—4, 3, 4).

1. Montrer que ABAAC et ADAAE sont
colin€aires.

2. En déduire que les points A, B, C, D et E sont
coplanaires.

Déterminer dans chacun des cas ci-dessous la

distance du point A 4 la droite (BC).

A(1,11) ; B(-10,1) et C(0,0,1).
A(-1,2,0) ; B(-15,0) et C(-3,7,-3).

A(1,-1,2) ; B(1,0,1) et C(0,1,2).

x=1-2t
Soit la droite D:{y=3+2t, teR et le point
z=-1-t

A(0,3,-2).

1. a. Déterminer la distance de A a un point M de D.
b. Pour quelle valeur de t cette distance est-elle
minimale ?

c. En déduire les coordonnées du projeté orthogonal
de A sur D.

[15]| Soit les points A(0,0,3), B(1, 1, 0),

C(3,0,0) et D(0, 3,0).
1. Montrer que les points A, B, C et D ne sont pas
coplanaires.
2. Calculer le volume du tétraédre ABCD.
3. Montrer que le triangle ACD est équilatéral.
Soit H le projeté orthogonal de B sur le plan (ACD).
Calculer BH.

Soit ABCDEFGH un cube de centre O et

d'aréte 1. On désigne par I le milieu du segment
[AB],

J et K les centres respectifs des faces ABFE et
ABCD.

1. Montrer que O, I, J et K sont coplanaires.

2. Quelle est la nature du quadrilatére OKIJ ?
3. Quel est le volume de la pyramide BIJOK ?

Soit ABCDEFGH un cube d’aréte 1.

Soit I, J, K et L les points définis par Al= EAD ,

1. Montrer que ABKLIJGH est un parallélépipéde.
2. On munit I’espace du repére (A,A—.B,A—D',A—’E) .

a. Déterminer les composantes des vecteurs AB, Al
et AL.

b. En déduire le volume du parallélépipede
ABKLIJGH.

Soit ABCDEFGH un cube tel que le repére

(D, ITC., ﬁ-l, ]ﬁ) soit orthonormé direct.

On désigne par K le centre du carré ADHE et J le
milieu de [BG].

Donner un représentant de chacun des vecteurs

1. F—E./\F—G’, DCACB et DBADC.

2. Comparer les vecteurs DB AAH et CE .

3. Donner un représentant du vecteur ABAAJ.

Soit ABCDEFGH un cube tel que le repére

(A, AB, AD, A_'E) soit orthonormé direct.
On désigne par I le milieu de [EF] et K le centre du
carré ADHE.
1. a. Vérifier que BK=IGAIA.
b. En déduire I’aire du triangle IGA.
2. Calculer le volume du tétraédre ABIG.

K Produit scalaire — Produit
| Vectoriel dans I'espace
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