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Préface du livre

Nous vous proposons un livre complet de maths, pour une préparation complete pour réussir I'épreuve de
mathématique aux concours d'admission a un grand nombre d'écoles (ENSA ; ENSAM ; MEDECINE ; ...)
Pour cela de nombreux QCM spécifiquement adaptés aux concours du programme de mathématiques ont été poser
dans ce livre afin de vous aider & contrdler vos connaissances et a vous entrainer au mode d'interrogation des concours
Postbac.
En début il y a des résumés des legons et des rappels et des savoir-faire & maitriser et des réflexes a avoir lors d’un
concours suivide QCM de base avec leurs corrigés ; les QCM proposés dans ce livre sont de deux types : des
exercices issus de concours postbac afin d’apporter une préparation Efficace aux concours et des exercices d’un niveau
supérieur pour les éleves désireux de se perfectionner.
Ce livre permet de faire le point sur nombreuses idées Regues et véhiculer au lycée
I comprend également 'essentiel du programme de bac que doivent maitriser les lycéens des QCM et exercices
d’entrainements permettent d’évaluer leurs connaissances ; les lycéens retrouveront aussi des méthodes et des réflexes
qui les aideront.
Ce livre n’est Pas fait seulement pour la préparation au concours Postbac marocain
Mais aussi a préparer et réussir vos premiers mois de classe prépas.
En effet Vous allez entrer en classe prépa ou bien vous venez de commencer votre premiére année dans une école
d’ingénieurs ce livre vous propose les outils de base du bac et Vous initier au raisonnement et découvriez a quoi
ressemble le programme des classes prépas
Il contient des fiches et notions de cours pour réviser le programme et découvrir la prépa.
Les célébres méthodes a connaitre, des « Vrai ou Faux » pour évaluer ses connaissances
des exercices corrigés pour s'entrainer a son rythme... Bref, ce qui vous attend vraiment a la rentrée prochaine.
C’est un ouvrage de révision et d’approfondissement congu pour vous aider a bien demarrer votre prépa ; Un résumé de
cours complet et tres clair pour maitriser toutes les notions du lycée et des méthode facilement mémorisables pour
acqueérir le savoir-faire et les réflexes nécessaires et des exemples corrigés et varies et progressifs pour se familiariser
avec
Des conseils pour découvrir de nouvelles notions et a apprendre a organiser son travail
Donc : bien Lire les méthodes et les réflexes afin de se préparer aux techniques utiles pour résoudre les exercices ;
elles sont indispensables pour éclairer et illustrer le cours
L’ors de la résolution de chaque exercice lire tout I'énoncé et identifier les connexions possibles entre les questions il est
important de se poser les questions :
Qu’est-ce qu'on demande ?
Comment ¢a se démontre ?
Quelles sont les informations dont je dispose ?
Pour préparer les concours il faut faire le sujet dans le temps imposé par 'énoncé et ne pas regarder le corrigé avant
d’avoir fini de chercher ; cela fait partie du concours d’arriver a gérer le temps et a contréler le stress et a étre
autonome ; ensuite regarde ton score et analyse-le enfin travaille sur tes points faibles en priorité
Enfin voici des Conseils Pour réussir son concours

o Conseil n®1 : Moins réviser, mais mieux réviser

e Conseil n°2 : Comprendre avant d’apprendre

« Conseil n°3 : Etre ambitieux et élever son idéal

o Conseil n°4 : Se rappeler qu’un concours est un recrutement

e Conseil n°5: Ne pas se comporter en éléve

« Conseil n°6 : Etre le grade que I'on vise dés sa préparation

o Conseil n°7 : Accepter de ne pas tout maitriser

o Conseil n°8 : Tirer profit de ses erreurs et de ses échecs

L’auteur : ATMANI NAJIB
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Résumeé de cours : bases de la logique et Les équations et les

Inéguations et systemes
A) Propositions : Une proposition (ou assertion) est un énoncé mathématique qui a une et une seule valeur :
vrai ou faux.
La négation de la proposition P est la proposition qui est vraie si et seulement si P est fausse. Elle est
notée non P.
Si P et Q sont deux propositions, P et Q est la proposition qui est vraie si et seulement si P et Q sont toutes
les deux vraies.
Si P et Q sont deux propositions, P ou Q est la proposition qui est vraie si et seulement si au moins une des
deux propositions Pou Q est vraie.
Les opérateurs non, et, ou, sont reliés par les formules suivantes : non (P et Q)=(non P) ou (non Q) ;
non (P ou Q)=(non P) et (non Q).
L'implication P=Q est la proposition non P ou Q.
Pour démontrer P=Q, on suppose que P est vraie et on démontre que Q est vraie.
La négation de la proposition P=Q est donc la proposition P et non Q.
On dit que les proposition P et Q sont équivalentes lorsque I'on a a la fois P=Q et Q=P qui sont vraies.
On note alors P&Q.
La contraposée de la proposition P=Q est la proposition non Q = non P.
Les deux propositions P=Q et non Q= non P sont équivalentes.
L'une est vraie si et seulement si l'autre est vraie.
B) Quantificateurs : Le quantificateur pour tout ou quel que soit est noté V.
La proposition V x € E, P(x) est vraie lorsque, pour tout x € E, la proposition P(x) est vraie.
Le quantificateur il existe (au moins un) est noté 3. La proposition IxeE, P(X) est vraie lorsqu'il existe au
moins un X€eE telle que la proposition P(x) soit vraie.
Le quantificateur il existe un unique est noté 3!. La proposition 3!x€E, P(x)est vraie lorsqu'il existe un
unique X€E telle que la proposition P(x) soit vraie.
La négation de VYX€EE, P(x) est 3xeE, non P(x).
La négation de IX€E, P(x) est YX€EE, non P(x).
C)Conditions nécessaires, conditions suffisantes :
Lorsque P=Q, on dit que P est une condition suffisante a Q, et que Q est une condition nécessaire a P.
D)Méthodes de raisonnement :
[ Par implication : pour prouver que P=Q, on suppose que Pest vraie et on utilise différentes propriétés
déja connues pour établir que Q est vraie.
(1 Par double implication / par équivalence : Pour démontrer que P<Q, il y a deux méthodes standard :
> On raisonne par double implication : on suppose d'abord que P est vraie, et on démontre que Q est vraie.
Ensuite, on suppose que Q est vraie, et on démontre que P est vraie.
> On passe de P a Q en utilisant uniquement des équivalences. C'est une méthode souvent déconseillée, car
il faut faire trés attention a ce que chague enchainement logique de la démonstration est bien une
équivalence.
[ Par contraposée : pour démontrer que P=Q, il suffit de démontrer la contraposée de cette proposition,
c'est-a-dire non Q = non P.
[ Par I'absurde : pour démontrer que P=Q, on peut supposer que P et non Q sont toutes les deux vraies, et
obtenir une contradiction
Pour démontrer que P est vraie, on peut supposer que non P est vraie et obtenir une contradiction.
[J Par récurrence : Le raisonnement par récurrence est utilisé pour démontrer des propriétés qui dépendent
d'un entier n. 1l est basé sur le principe suivant :
Théoreme (principe de récurrence) : Soit P(n) une propriété concernant un entier naturel n. Si P (0) est
vraie et que, pour tout entier naturel k, si P(Kk) est vraie, alors P(k+1) est vraie.
Alors la propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel n.
« Par disjonction de cas : le raisonnement par disjonction de cas s'utilise quand on veut démontrer une
propriété P dépendant d'un parametre x appartenant a un ensemble E, et que la justification dépend de la
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valeur de x. On écrit alors E=E1U---UE, et on sépare les raisonnements suivant que x€Ez, X€E,,...,.... On
emploie fréquemment ce raisonnement pour résoudre des (in)équations avec des valeurs absolues (le
raisonnement dépend du signe de la quantité a I'intérieur de la valeur absolue), démontrer des propriétés en
arithmétique (on sépare le raisonnement suivant la parité de certains entiers, leur congruence modulo n....),
résoudre des probléemes de géométrie (disjonction selon la position relative de deux objets géométriques).

o Par analyse/synthese : le raisonnement par analyse/synthése, qu‘on pourrait aussi appeler raisonnement
par condition nécessaire/condition suffisante, est un raisonnement que I'on emploie souvent lorsqu'on
cherche toutes les solutions d'un probleme donné. 1l comporte deux phases :

> L'analyse. On suppose que x est solution du probleme, et on trouve un certain nombre de conditions
nécessaires satisfaites par x.

> La synthése. On Vérifie que les conditions obtenues a l'issue de la phase d'analyse sont en fait également
suffisantes pour que X soit solution du probleme.

Exemplel : Donner la négation et la valeur de vérité de la proposition suivante.

P:(vxeR)(IyeR): x2—xy+y2=0

Solution : P:(IxeR)(Vy eR):x2—xy+y2#0
Enposant: x=lonaura:1-y+Yy2cad y2-y+1
A=(-1)2-4=-3<0 Donc: y*~y+1>0 donc: y2-y+1=0

Donc La proposition P est vraie donc P est fausse

E) Les équations et les inéquations et systemes

1)Résolution d'une équation du second degré a une inconnue dans R
a) Les solutions dans R de I’équation x* =a (Dépendent du signe de : a)
¢ Sia <0, alors 1’équation n’a pas de solution.

¢ Si a =0, alors I’équation posséde une unique solution qui est 0.

e Sia> 0, alors I’équation posséde deux solutions qui sont x/a et —\/5
b) Soit le du trinéme ax* +bx+c avec a=0.

- L . . 2 2
v’ Le trindme peut s’écrire sous la forme dite la forme canonique : 8 +bX+C = a[(x - 05) + ﬁ}

c) Soit I’équation : (E) rax? +bx+c =0 ol a, b et c sont des réels avec a=0 et soit A=b’-4ac son
discriminant
- Si A<0: L'équation (E) n'a pas de solution réellecad: S=2

Et on ne peut pas factorisée le trindme ax” +bx +c

b
-Si A=0: L'équation (E) a une seule solution (dite double) : X, =0 cad: S={x/ etletrinme

., 2
ax’ +bx+c a une forme factorisée : ax* +bx+c=a(x—Xx,)

b-JA et X, =
2a

—b+JA
a

-Si A>0: L'équation ax*+bx+c =0 a deux solutions distinctes : x, = >

Et le trindme ax® +bx+c a une forme factorisée : ax® +bx+c=a(x—x)(x—Xx,)

d) Soit le trinéme ax” +bx + ¢ tel que son discriminant A >0 .

, . - c

Si X, et X, sont les racines du trindbme alors : X, + X, =— et X XX, =—

a a

X+y=s

Xxy=p

s°~4p>0 etdanscecas X, Y sont solutions de I’équation x> —sx+ p =0
f) Le discriminant réduit d’un trinbéme : Soit le trindme ax> +bx+c

e) Le systeme : (1) { oliles S, P sont des réels donnés admet une solution dans R? ssi
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Sib estpaircad: b=2b' on parle du discriminant réduit A’=b">—ac etona:
-Si A" <0:pasdesolutionréellecad: S=2

-Si A" =0 : L’équation a une seule solution (dite double) : Xy = Y .
a
: . . . b’ —A’ —b'+ VA
-Si A’ >0 : L’équation a deux solutions distinctes : x, = ik et X, =——
a a

Complément sur les trinémes : On considere le trinbme : A x) = av>+ by + ¢

. c .
Si: a+b+c=0 alors: ¥, =1 et ¥, = ~ sont les racines de Ax)

. c .
Si: a+c=4alors: &, =—1 et x, =—— sont les racines de A x)
a

2) Résolution d’Inéquation du second degré a une inconnue.
> Si A >0 letrindme ax’ +bx+c est du signe dea a I’extérieur des racines et le signe contraire dea entre
les racines
T —00 T To —+00
Signe Signe Signe de
f(z) )

de a de —a de a

> SiA<O0:letrindme ax”+bx+c est du signe de :a

T —00 —+00
f(z) Signe de a
SiA=0:letrinéme ax’ +bx+c estdusigne de :a
T — 00 g —+00
Signe Signe
f(z)
de a de a
. . . , . ax+by=c
3)La Méthode des déterminants pour résoudre un systeme : (1) _, , ,
ax+by=c
a
A=| b" =ab'—a'b : s’appelle le déterminant du systéme (1)
a
c b a ¢
a) Si A # Oalors le systéme (1) admet un couple solution unique : x=" bl_ Cb;db D y= a’AC' :a‘:;a'c
b) Si A =0alors:
; c b a ¢ o , , ,
v Si A= o B =0 etA, =| | ¢ =0 alors : les deux équations ax+hby =c eta’x +b'y =c’ sont

équivalentes et dans ce cas Résoudre le systéme c’est Résoudre I’une des équations par exemple en choisi :

ax+by=c etalorsona: S={(X;C_baxj/X€R;b¢0}

v Si A, #0 ou A, # 0 alors le systeme (|) n‘admet aucun couple solutions et donc S =<

4)LES EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES.k €Z
a) COSX =COS X, <> X =X, + 2Kz ou x=—-x,+2kz

b) sinx=sinx, < Xx=X,+2kz ou x=r-x%,+2kz  C) tanx=tanx, < X=X, +kr
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5)LES EQUATIONS du troisieme degreé :Si « est solution de 1’équation : ax® +bx* +cx+d =0 et
P(x) =ax® +bx* +cx+d
a) P(x)estdivisible par x-a et par la division euclidienne : on trouve P(x) =(x—a)Q(X)

b) Ona: P(x) =(x—a)(ax2 +(aa+b)x—gj

o

. . . d
c) Si & et g et O troissolutions de : ax® +bx* +cx+d =0 alors : axﬂx5=—g

6) Identités Remarquables :acR et beR .

1)(a+b)’ =a’+2ab+b? 2) (a—b)" =a?—2ab+b?

3) a’-b? =(a-b)(a+b) 4) a’-b’=(a-b)(a’+ab+D’)
5) a®+b’ = (a+b)(a2 —ab+b2) Somme de deux cubes
6) (a+b)’ =a®+3a’b+3ab®+b* Cube d'une Somme
7)(a-b)’ =a® —3a% +3ab? —b* Cube d'une différence

Ces formules sont pour développer et pour factoriser
7) Valeur absolue : Si xeR et yeR" et aeR”

a) Si x>0alors [x|=x et Si x<0 alors |x|=—-x

Factoriser ¢’est écrire sous la
forme d'un produit

1] 1
D =0 1 =i 5 pelb o e N osi=h]

y|
X _I
yl |yl
c)|x|=a Equivautadireque: x=a ou x=-a

X

si y=0 et ; [x+y|<|x|+|y| (Inégalité du Triangle)

d)|x| =|y| Equivaut a dire que : x=y ou x==y

e) |x|=0 équivaut a dire que : x =0
Exemple : 1) Résoudre dans R 1’équation (1): [2x2—x—6|-|x+1-1=0 (1)

2)Résoudre dans R 1’équation (2): v/3x+4=x

Solution : 1) On résout d’abord les Equations : x2—x—6=0 etx+1=0
Les solutions de I’équation : 2x2—x—6=0dans R sont :2 et%3 :

I’équation X +1=0admet unique solution : -1

-3
T

|
2p2—r—6 + 0 — — { +

& —X —] 2 +¢

ar+l — - [ + +

Premier cas : si XE}—OO;_?s:| alors |2x2—x—6|=2x2—x—-6 et |[x+1=-x-1

Donc I’équation (1) devient : (l) & 2X2—-X—6+x+1-1=0

S2X2-6=0=X2=3=X=— 3oux=\/§
-3 -3
et comme : \/§ £:|—OO,?} et— 3 E}—OO,?:l Donc Slz{_\/g}
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3
Deuxiéme cas : si X{_E;_l} alors |2x2—x—6|=—(2x2-x—6) et |x+1=-x-1

Donc I’équation (1) devient : (1)<:>—2X2+X+6+ X+1-1=0 < -2X2+2X+6=0: A=4+24=28>0

1+\/1_3e[—§;—1}

2 2

L’équation admet deux solutions distinctes : x :# et ' = # et comme : x =
Donc:s, = {#}

3iéme cas : si x€[-12] ; Alors [2x2—x—6|=—(2x2—x~6) et [x+1=x+1

Donc I’équation (1) devient : (1) < —2X2+X+6-X—1-1=04-2x2=0 < x=+2 0u x=—+2¢[-12]
Donc : S, = {12/

4igme cas : si Xe€[2;+0] Alors [2x2—x—6]=2x2—x—6 et |x+1=x+1

Donc I’équation (1) devient : (1)< 2x*—x-6-x-1-1=0 < 2x2-2x-8=0 < X2=x—4 =0

+17 | 1=\T
2 2

A =170 ; L’équation admet deux solutions distinctes : X = et X'= ¢[2;+0] Donc :

)

2

Finalement : I’ensemble des solutions de I'Equation (1)est :

1-V13, o 14417
A B

S=5uUS,uUS;US, ={
2) On résout dans R I’équation (2): v3X+4 =X ; On cherche I’ensemble de définition de I’équation (2)

4
D2={X€R/3X+420}={X€R/XZ—%}:|:_§;+OO|:

2
SoitXE[—%;JrOO[ , \/3X+4=X<:>(\/3X+4) =x" et X20 > 3x+4=x et x>0 <X +3x+4=0 et x>0

Comme :A=9-4x(-1)x4=25>0 L’¢quation admet deux solutions distinctes : x = ~3+425 —_pet

X = 3425 =4 etcomme : -1<0 et 4~0 Donc I’ensemble des solutions de L’équation (2)est: S = {4}

Q01 : Concours de Médecine et pharmacie Oujda
L’ensemble des solutions dans R de I’équation :

X X X X
X+ + + + .+
1+2 1+2+3 1+2+3+4 1+2+3+..+4041

AO S={2018} BO $={2019} cO $={2020}, DO S={2021} EO S={2022}
Solution :

= 4041 est;

! + ! Font ! =404 & ¥ 1+1+ 2 + 2 Foot %
3(3+1) 4(4+1) 7 4041(4041+1) 3 3x4 4x5 7 u(nw+1)
2 2 2

=1 1+§+ = 4041
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=¥ 1+1+ 2 + 2 +..+ 2 =4041 < x 1+1+2( 1 + 1 +...+;j = 4041
3 3x4 4x5 #(n+1) 3 \3x4 4x5 4041 x 4042

. 7+1)—n
Onaaussi: — ()= wid ” 1__1

w(n+1) (1) ll(li-i—’l)_lt(li-i-’l):; 7+

<:>x(1+1+2(1—1+1—1+...+L—LJ]:4041@x(1+1+2(1— 1 jj:4044
3 3 4 4 5 4041 4042 3 3 4042

4041
4042

<:>x[2— 2 j=4044 <:>,2,v[/l—
4042

= D O la bonne réponse
Q02 : Concours ENSA 2015

Soit le reéel :lzi/3+ /9+ﬁ_i/_3+ /9+ﬁ en calculant 2° ; montrer que

27 27
A iA=0 BOA=7 COA=2 DO 21=3
Solution : On pose : ﬂ=4,9+% cA=X3+a-3-3+a
/13:(%/3+4—§/—3+4)3=(\3/3+4)3+3§/3+4x(%/—3+4)2—3(\3/3+4)2xé/—3+a—(ﬂ—3+a)3
/13:(\3/3+zz—\3/—3+ﬂ)3=3+/1+3§/3+4§/—3+4><(§/—3+a—§/3+a)—(—3+/1)

3
P =6+3Y(3+a)(-3+a)x(-1) &1} =6-312-9 =¥ =6—3/13,/9+122—75—9 =28 =6—3/143E—3

oA =6-51< 2°+51-6=0 Onremarque que 1 est une racine évidente de : A° +51-6
C’est fini pour le concours : A =17 = On doit donc cocher B[X] : car une seule réponse est vraie
On peut continuer par La division euclidienne de : 2> + 516 par A1 qui donne :

PP +50-6=(4-1)(A%+1+6)

j=4044 N Zx[ j=4o44 < x= 2021

4042

P+50-6=0(1-1)(1 +2+6)=024-1=0 001’ +1+6=0 A=10m)* +1+6=0 ;
A=1-4x6x1=-23<0 (pas de solution) par suite : 1 =1

Q03 : Concours ENSAM 2016. Casablanca Meknes
Soient le disque unité : : D= {(X; y) e R?2/ x2+ y? sl}et la proposition P:"3A,.BcR; D=AxB" Alors:
AO (10)eD etPestvraie B O (0;1) D et Pestvraie

Cc O PestFausse D O Aucune destrois réponse
Solution : (L0)e D et(0;1)e D car: 12+02<1 et 02+12<1
Supposons : P: estvraie alors JABcR; D=AxB"

Ona: (L0)eD et D=AxB donc:1le A

Ona: (0;1)eD et D=AxB donc: 1e B et parsuite : (1) AxB
et puisque : D =AxB "alors : (1) e D absurde car: 12+12=2>1

P Est fausse et par suite : On doit donc cocher C[X
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Q04 : Préparation Concours ENSA
Répondre en cochant les propositions justes
Soit f une fonction définie sur R . On considere les énonceés suivants :

P:«llexiste xeR, Ax)=0 ».

Q : « Si f est continue sur R alors f est paire ».

R : « f est paire ou f est positive sur R ».

Alors :

A O La négation de P peut s’écrire : « Il existe xe R, A x)=0 ».

B [0 La négation de Q peut s’écrire : « Si f est continue sur R alors f n’est pas paire ».
C O La négation de Q peut s’écrire : « Si f est continue sur R alors f est impaire ».

D O La négation de R peut s’écrire : « f n’est pas paire ou f n’est pas positive sur R ».
E [0 La négation de R peut s’écrire : « f n’est pas paire et f est négative sur R ».
Solution :

La négation de P peut s’écrire : « Ve R, fx)=0 ».

Q : « Si fest continue sur R alors f est paire ».

Peut s’écrire aussi : Q : « f est continue sur R = f est paire ».

La négation de la proposition U=V * est la proposition ‘U et non V’,
La négation de Q peut s’écrire : « f est continue sur R et fn’est pas paire ».

La négation de R peut s’écrire : « f n’est pas paire et f n’est pas positive sur R ».
Donc : Toutes les propositions sont fausses
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Résumé de Cours : Fonction Limite et continuité

A) Domaine de définition:1) 20 ; V=0 ; — ; In(>0) ; =0
) ) = = \/m ( ) =
2)Soient les fonctions f et g alors : D, :{x eR/xeD, et f(x)e Dg}

1
Exemple : Soient les fonctions f et g définies par: f (x)=3x+4 et g(x)= il

1) Déterminer Dy, 2) Déterminer: (go f)(x)

Solution : 1) D, :{XERIXG D, et f(x)e Dg}

Ona D; =R et D, =R—{-1} donc D, ={xeR/x e Retf (x) = -1}
5 5

f(X)=-1l< X+4=-1=>3X=-5<—-——=X Donc: D f :R—{——}
3 ‘ 3

5
2)0Ona: D, =R et D, :R—{—l} et D, :R—{—g}
1

(gof)(x)=g(f (X)):g(3X+4):3x+4+1

Q05 : Concours de Médecine et pharmacie et Dentaire

xr—2
ln( x+1 ) '
Le domaine de définition de f est : A O D, = |4, +o| BOD,=10,2[V]2,+x0]
CDDf:]—1,0[u]0,+oo[ D [ Df:]—oo,o[u]o,m[ EI:]Df=]0,+OO[
Solution : Methodel : (par élimination des réponses)

2—-2 o
f(z)zln(2+4)=ln3

0-2 _0-2
In(0+1) Ind
2-2 4
In(-2+1) In-1

1
3X+5

C’est-a-dire : (go f)(x)

Soit f la fonction définie par : /(¥) =

=0eR = BOD,=]0,2[U]2,+»[ Faux

06]—1,+00[ et /(0) = g R — ADDf:]_1/+OO[FaUX

—2¢€]|-0,0[U]0,4] et /T—2) = € R = DO Jy=]-%,0[U]0,+o[ Faux

A, 1,

1 1
-3)= 21 =2 N ER = —el = EOD=]0,+0Faux
ln(—2+/lj ln( j 4

Donc : il reste : C 0 J,=]-1,0[U]0,+0[ = C O labonne réponse

Methode2 : sz{xeR/x+1>0 erln( x+1)=0 }

De={xeR/ x> et v+1#1 | ={xecR/ x>~ e x#0 | =]|1,0[U]0,+0]
Q06 : Concours de Médecine et pharmacie et Dentaire

1 1 i .
111(”—] estégalea: A
1 X

Le domaine de définition de la fonction numérique 7 définie par : /(*) =
O ]—4;4[U]1;+oo[ B[O ]—oo;—/l[u]0;+oo[ cO ]—oo;—’l[u]’l;+oo[

DO |-o;—1[u]0[U]1;4+0]  EO]-1:1]

Solution : Methodel(par élimination des réponses)

Prof : ATMANI NAJIB 10 Ol sty (A daa iy Al g




Prof: ATMANI NAJIB http://www.xriadiat.com

1 1
1 e]—0;—1[U]0;+0] et A1) =mlﬂ(4+7j n’existe pas : donc : B [J Faux

1 1
0e]|-11[U]1;+0] et A0)= _4ln[1+5j n’existe pas : donc : A O Faux

0

1 1
0e]-1:1[et £10)= _11n(1+5j n’existe pas : donc : EC] Faux

0

1

1
y In 1+7 =-21n(3) existe: donc : COI Faux

2 2

1 1
Eﬁ]—oo;—1[U]4;+°0[et /(E):

On doit donc cocher D [X

Methode2 : D, ={XGR/x+1>Oet x—1¢0}={XGR/X—H>Oet x;tl}
X X

_ x+1
En dressant un tableau de signe de : 'S avec: X#1

On trouve que : D [X est la bonne réponse
QO07. Concours de Médecine et pharmacie et Dentaire 2023-2024

X
Le domaine de définition de la fonction g définie par : g(r)= T, est:
4—(Ilnx)
O ]—w;/[ O ]éz;+oo[ O Jefz;ez[ O ]0;8‘2[ O Df=R+

Solution : Dy ={X€]R/4—(|HX)2>-O et x>0}={XE]R/(2—Inx)(2—Inx)>0 et x>0}

2-Inx>0=2>2Inxee’>xet 2+INx>20sInx2 2o x>e”
Tableau de signe :

T ] =2 2 2
2=l + + lli —
Inz+2 — () + +

(2—Inx)ine+2) — l:] + [Ii —

D, = }e‘z;ez[
Q08. Concours de Médecine et pharmacie et Dentaire 2023-2024
Soient f et g deux fonctions réelles telle que : A x) =In(x—1) et g(x) =~ xr+1

Le domaine de définitionde : go f estégalea: AD [—1;+0] B O |1;+0]
1
CD{“‘;ZJFOO[ DO |e+o] EDO |-g+0|

Solution : Ona: D :{XER/XG D, et f(x)eDg}:{XE]R/x—bOet f(x)>-1}
D, ={xeR/x>1let In(x-1)>-1}={xeR/x>1let x-1>¢"}

e e

B) Quelques Propriétés de limites :
1) Une fonction f admet une limite [ en a si et seulement si elle admet une limite & droite de a égale a sa
limite & gauche de a égale a [.

Prof : ATMANI NAJIB 11 Opall sl A das Iy aSif o
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2)Si g(x) < f(x) < h(x) et si lim g(x)= lim h(x)=1 alors lim f (x)=1
3)Si Wxel :|f(x) — | <u(x) et IXiLr;u(x)zo alors IXILT; f(x)=I
Si Wxel:|f(x)|<u(x)et XILrEOu(x)zo alors xlirll f(x)=0

4)Si f < g surun intervalle pointé de centre a alorslim f (x) <limg(x)

5)Siona: g(x) < f(x) < h(x)etsi limg(x)=I et limh(x) = anrslxiLT; f (X):|

6)Si ona: u(x) < v(x) et limu(x)=-+eo alors : M 1V(X) = +00
7)Siona: u(x) <v(x) et limv(x)=—o alors: I|m 1U(X)=—00

x—a*
8) Les formes indéterminées : 0 - 2 0% o0, +00—00; 0% 17

0
C)Limites des fonctions usuelles et autre : SoitacR'et neN"ona:

1) limsinx=sina 2) I|mcosx cosa 3) I|mtanx—tana 4) hmﬂ—l 5) Ingmﬂzl
X—a X x> X
_ _ 2
6) 1im "% _1 7) 1im P& _; g) |im 700X 1 g) 1y 17COSX @ 10 jim ex = 4o
x->0  ax x->0  ax x—0 X 2 x—0 X 2 X—>+00
11) lime* =0 12) lim S =10 13) lim S =40 14) lim xe* =0~ 15) lim x'e" =0
X—>+00 X X—>+OOX X—>—00
e’ -1 e” -1 : e In x
16) limS&—==1 17) lim< =a 18) limInx=+ec  19) limInx=-w 20) lim —==0
x—0 X X—0 X X—>+0 x—0" X—=>+00 ¥
In(x+1 In(ax+1
21) lim '”—X_o 22) limx'Inx=0 23) lim—" nx_, 24)|imM 1 25)lim m(2X+1) _
40 YN x->1 x -1 x>0 X x>0 X

26) lim —— =% 27) lim P(x)e*=0  28) |im£1+3] —e* 29) Iim\/x2+ax+b—£x+%J:O
X

x—>+0 P (X) X—>—00 X—>+00 X—>+0

20) im0 1 siimupg=0 30 im0 Gitimu(x)=0
X—a u (X) X—a X—a u (X) X—a
32) Iiml_Lsuz(X)zl si limu(x)=0 33) Iiml_COSX:O 8) “ml—Lsu(x):O si limu(x)=0
x>a (X) 2 x—a x—0 X X—>a u (X) X—a
34y tim P ) _ g i lim P (x) = 40 etdegQ >1
X—>+00 Q(X) X—>400
P
35) lim =F© gj lim P(X)=+oo etdegQ >1

X—>+00 Q ( X) i

36) lim (1+ j =e°
X

X—>+00

D) Quelques techniques usuelles pour lever I’indéterminations :
1)Mise en facteur du terme prépondérant ou Utilisation d’une quantité conjuguée ou utilisation d’un taux

d’accroissement
. f f'

2) Utilisation de Ia régle de Ihopital si lim--C = ou 2 alors - fim-—-*) i ,(X)

X—a g(x) 0 0 x—a g(x) x-a (X)

1
p o ]
Exemplel : limm — limm =1 : Exemp|e2 : limm — limm — 72'COS( ﬂ-) =—
r—0 X 0 1 r—>1 xv—1 r—1 1

Prof : ATMANI NAJIB 12 Opall sl A das Iy aSif o
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3) La limite d’une fonction polynéme en +oo (—o0) est la limite de son plus grand terme
4) La limite d’une fonction rationnelle en +oo (—o0) est la limite du rapport des termes de plus grand degré

5) Regle des équivalences : On dira que : f est équivalente a f au voisinage de x, si: lim (x) =1,;0n

XX, g(x)
note : f(X)ng(X) ou f(X)'X“g(X)
0 0
sin X=X, arctan X=X, & —1=X; In( X+1)=X
o o o [
(e X) =dvax; T+ x=1+1x; 1 4 v, L __4 Ty
0 ’ o 2 '4+Xo "1+ Xo 2
5) Régle des équivalences sur les suites :
si: U———0alors: sinw, = x,; arctann, = u, &7 -1 = #,n(u,+1) = =, ;
N—-+o 7—>+0 7Z7—>+0 77—>+00 Z—>+0
1 1 1 1
1+ A_q = v, = A+—u, —— = Ay, ——— = d——u
( 11/1) Ii—>+ooa””’ ” e 2 7 /’+”” s> to0 7 ,_1_'_”” - 2 7
. n+A1
Exemplel : calculer lim ﬂlr{ —J:
#—>+0 7+1
n+1 1 n+1 1 n—-1+2 n 2
u,=nln{ ,[— |==nIn| — |==nln =—In|1+—
n-1 2 n-1 2 n-1 2 n—-1
2 2 2 2 2
: >0 : In| 1+ S cw, = ZxZ -y
Comme : n-1 N>+ ’ 7Z—1 >+ gg— 4 v—>+0 7z donc : ”/1—)+002X/1
lim /zln( ﬂ]:1
7—>+0 7+1

6)a) Regle des croissances comparée : ALPES : << (négligeable devant)

. f
Onnote : f << g auvoisinage eton lit f est négligeable devant g au voisinage dea si : |X|Dg— =0

g
ALPES : A=Arctan, Arcsin, Arccos, Argth, Argsh, Argch
L=Logarithmes
P=Polyndmes
E=Exponentielles
S=Sin, cos, tan, sh, ch, th
A=<< L=<< P=<< E=< S
1

Remarque : X2 << X << X> << x*** Aux voisinages de : +oo

\ - X7—X+5 2 - ! 2 - X2 2 - 2
Exemples : lim ————+3x"-8x+5= lim -+ X" = lim——+3x" = lim 3x° =+

x—>+0] — 2%X° +5x X+ DY X0 D X—>+00

2 2
lim YAXEL _ i YA iy 22 Rem : /x? =[x et %" =|x| et ¥/x* =x
X—>+00 X+1 X—+0 X X+ ¥
1
[\2 2 X _ ol

im Y42 i P X X i X im Ko acar X << X
x>0 X —3 x——o X X——o ¥ x——0 X x—>—oo§/5__x X——w0 3 —X

T im @ _o s
Remarque : lim 2) =00 si (1)>>-(2) et lim ) =0 si (2)>-(1)

2
2 2 ul

fim XA N X X << X

X—>+00 3/X2 + X+1 X—>+00 3,X2 X—>+00 Xg

Prof : ATMANI NAJIB 13 Opall sl A das Iy aSif o
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lim 32—-x% +2x= lim—x+2x = lim x=—o

X—>—00 X—>—00 X—>—00
33 —x+2

lim «/x? +x+——I|m NG +——I|m X+3x= lim 2x=—
X—>—00 X + X +3 X—>—00 X—>00 X—>—00

2 1 2 1 2 1 2 : 2
lim 3x% —x = lim x3 —x2 = lim x3 =+00 car — < —en effet 6x=~<6x—=etdonc : X2 << X3
X—>+00 X—>+00 X—>+0 2 3 2 3
im 3 +1-34x* +1+x2 +1 = lim &/x% —34/x* +x% = lim x=3x+x = lim—x = —
X—>+00 X—>+0 X—>+00 X—>+00

2 2
lim 3/%% + 2023 — 24/x% —5x+ 2024 = lim 3/x2 = 2/%% = lim x3 +2x! = lim 2x* = —oo car X3 << X

X—>—00 X—>—0 X—>—00 X—>—00

3 4 3 4
lim E/x —x3+2020 - \/x +X+2021 = lim /x* —=Yx® = lim x5 — x4 = lim x5 = 4eocar X* << Xx°
X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>-+00

3 4 3 4
Eneffet: —<— 20x—=<20x—
neffet: o 5(:ar 2 s

1
b) (INX)" << X2 << X << X* << x*%

B
<< (ex) avec : a; [ strictement positifs
)2014

In x
Exemplel : lim (—

)2024 e 2

] 1
s—=lim = =0 car (Inx

X—>+00 X X—+0 X

2024 2
(ex) Exemple3 : fim (Inx)** —x = lim — x = —0

X 2
Exemple2 : lim (6202)4 Zx"ﬂl( ) = +oo car X

X—+0 X X—>+00 X—>+00
—8e* 2024 2
Exemple4 : lim (Inx)™ —e* = lim —e* = —0 Exemple5: lim —_—=—o0 car X" << (e )
X—>+00 X—>+00 X—>+0 X
x x %20 4 n (3X2001 2) (2030
5 5 .
Exemple6 : |im € — lim —& 4o Exemple7 : lim = lim =0
oo In(xzoz4 + X+6) e In(X2024) X+ 15/ X7 _ 200 (In X)ZOZS X+ 15/ex
2017
200011 200011 X . e—(Inx X
Exemple8: |im —ocar X << 3 Exemple9 : lim # = e—5—+oo
x—+o0 3 X—>-+00 X5 _ ,X X+ X

¢) Mais la Regle des croissances comparée : ALPES n’est pas toujours applicable I’lorsque il Ya égalité
dans les puissances : 5l (& (s sl

lim «x? —=8x+5—Xx+3= lim (x—4)2+....—x+3= limx—-4—-x+3=—4+3=-1

lim X +2X—1— X% +6X+5 = Ilrp\/x+1 \/(x+3)2+....:—x—1+x+3:2

2 2
lim +/4x% = 3x = 24X + x = lim 2x—§ - x+1 +....=2x—§—2 x+E _ !
X—>+00 X—>+00 4 2 4 2 4
. . 1) 1) 3
lim Jx* —4x* +1-yx*=x* = lim ,/ -2V 4o — [ x2-2 +....:x2—2—(x2——j=——
X~>—oo\/ \/ X—>+00 ( ) 2 2 2

009 : Concours de Médecine et Dentaire 2021-2022 Juillet 2021

. fIn(et+x)—1 . p
lim Jisi s Estéglea:Ad -~ BO- cO4 DOe  ED2ze

¥—0 e e
Solution : Methodel : On va utiliser de la régle de I’hopital :

m—g ou Z alors : lim F(x) =lim ()
=2g(x) 0 e =2 g(x) = g'(x)

Prof : ATMANI NAJIB 14 Opall sl A das Iy aSif o
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Jin(etx)-1 ln(e+0)-1 o,

i/ =
Ona e Nr+1-1 NO+1 -1 o
, (ln(e+x))' 1 ,
lim ln(e+x)—’l:lim( ln(e+x)—'1) _limz ln(e+,):hm2(e+x) ln(e+x):;:1
¥—0 v+4 -1 ¥-0 ( x+1—1) +—0 (x+’l) x50 1 3 e
P ,_x+'l 2\ xr+1

B X est la bonne réponse

Methode2 : im V(25 +) 1 (In(ess)-t)[Ji(era)et) g

= lim x L’expression conjuguai

20 fped-1 o0 (ferd-1)(Vred41) In(etx)+ P D o
i

e

1
[ — -1 -
lim ln(e+x)—’l:limln(e+x)—/lx v+ = lim )j X s )
w0 x4 -1 #->0 & Jin(e+x)+1 0 & JIn( e+ x)+1

In[1+xj+lne—1 ln(1+xj ln(1+X)
e Ny+1+1 | e 1 1 .
X =lim———x1=—x1=— car ltmT:O

In e[’l+

= lim
r—0 X ln( e+ x) +4 +0e i‘ e e r—0
e
Q10 : Concours ENSA Qujda
2

1—4(51’117[;)
La limite : ‘f}‘ﬁ’, P est :
A —%n B[] ?ﬂ' C [ ?n D [ # eviste pas E [ %n
Solution : On va utiliser de la régle de ’hopital :si Iimng ou Z alors : lim () =lim f!(x)

x—a g(x) 0 o0 x—a g(x) x-a (X)
X 2 1 2
1—4(51’11”) 1—4()
On a . lim 6 — Z :vvgu
ey 1—a2 1—12 0
1—4(51116) \ —4x251n(ﬂ6xj2cos(ﬁ6xj: —4x651n(26j
| ¥|—>1 41— x? | #|—>1 2x | #|>1 2x
2
1 1 —
4(5111 5 ) \/g 4(sm ) \E
lim =—r et lim =—7
r—>1 1— a2 6 r—>— 1— 2 6
2

1—4(5111 ”;J JE
Par suite : ‘51‘111 PR =5 E X est la bonne réponse
Q11 : Concours de Médecine et pharmacie 2021 :

ln(’l+mZ

vreR* f(¥)= —— Alors:

Aljii_tf(i)f(x)=1 B O ii_r:(i)f(x)z—’l CO limf(r)=

1 .
r—>0 E D I:l il—ty)f( x)_o

E O la limite de f #' evsisze przs en O
Prof : ATMANI NAJIB 15 Cull sl g gj daa L asi) go 0
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, A l & 1 &
Solution : remarque \f?=|x| ; ln(4+ ) \/”(\/; ) :\/”(rx“'L )

, 1+/ In(1+ 44
Ona: lim ———————~= lim ( ) = lim ) =J1=1 car hml (1“):4
r0t r0t .1"2 £50" 7—0 V4
,fln 1+x2 ln 4+x2) 4+;)
lim — = lim — = lim —
0" >0~ —0"
lim f(x)# lim f{ x)
r0" -0
Par suite : E O la limite de f »' exssze puzs €n 0 est la bonne réponse
012 : Concours de Médecine et pharmacie 2022 :
~Jn
) 1 o
lim (1+—j Estégala:AO 0 BO ' COE€ DO +% E Oautre
N—+o00 _\/ﬁ
X
. ; a a
Solution : Remarque : lim (1+—] =€
X—>+00 X
—h
1 . 1 1
lim|1+— =lim———===¢"
n~>+oc( \/ﬁ] N—-+o0 (1 1 j\/ﬁ e
+7
Jn
013 : Concours ENSA 2022 :
nleVZ estégala:AO1 BO 0 CO 4w DO .
1 1
Solution : |Im Un? = |Im( )” car Ya=an
N—>-+o0
1 2 20 In(n)
lim (nz)" —limnn = limer = lime’ " —e®=1car a* =e*" et lim -\ Inn) =0

n—-+oo n—>-+w0 n—>+o0 n— -+ n

A X est la bonne réponse

014 : Concours de Médecine et pharmacie 2022 :
1

limn-+nz2—n estégala:AO0 -~ BO 0 CO > DO 1 E O autre

nN—+oo

Solution : Methodel :

n—+n2—n)(n—+n2+n

lim n—\/nz—nzlim( I ):Iim n —im—+ -1

n—+o0 n—-+w n+ /nz_n nN—-+w ( 1) n—+w 1 2
nj 1+ 1+, 1-=

Par suite : C [ est la bonne réponse

2
Methode2 : N—+/N2—n=n-— /(n—%j _1:n_(n_%j:

Par suite : C [ est la bonne réponse

Astuce : lim x—+/x2+bx+c :—g

X—>+00

N =

Prof : ATMANI NAJIB 16 Opall sl A das Iy aSif o




Prof: ATMANI NAJIB http://www.xriadiat.com
015 : Concours ENSA 2022 -

lim n— /(n+5)(n+7) estégala: A O BO -6 COG6 DO 4w
Solution : lim n—ﬂ/(n+5)(n+7 =limn—-+/n2+12n+35 = =

n—+o0 n—-+o0

Par suite : B [ est la bonne réponse

Astuce : lim x—+/x2+bx+c=——

X—>+00

E) Etude d’asymptotes et de branches infinies.

L étude des branches infinies a pour objectif de comprendre en d”détails le comportement de la courbe de la
fonction

La premiére chose a faire est de calculer les limites aux bornes du domaine de définition de la fonction :

*Si ||m f( ) TP ou lim f(x)=—0 OU lim f(x)=+c0 0U lim f (x)=—oo alorsla courbe (C)

x—a* x—a~ X—a~

admet une asymptote vertlcale d"équation x — a
eSi lim f(x)=bou lim f(x)=b alors la courbe admet une asymptote horizontale d"équation y =b

X—>+00 X—>—00

oSij I|m f (x) +o0 en en va étudier les branches infinies

/ lim f (x) =0
o s

f(x o f(x
|im£:0 lim E():a |imM:
X0 X j 1 — X0
lim(f (x)—(ax)) =0 lim (f (x)—(ax))=b X
+ X—00 1 ‘ ¢
La courbe de f admet + La courbe de f admet
;gia?)rglr;;ng dans La courbe de f admet une La courbe ?etf agTet une branche
. une asymptote oblique arabolique dans la
La direction d’axe branche parabolique dans la déquation y=ax+b au Sirectior?d’axe Oy)
(Ox) au voisinage de- direction de la'droite y=ax au voisinage de - au voisinage de -
voisinage de «

Q16 : Concours Faculté de Médecine et de pharmacie 2004

La courbe représentative de la fonction  définie par: f(x) = 7 admet au voisinage de +o une
asymptote oblique d’équation :

Al y:x—% BO p= x+1 cO y——x—i DO y——x+1 EO y=w
Solution : lim /(%) _ lim 4, = lim ’ =
S 2 At g x~>+oo A\ ar+1  roro

lim f(x)—x= lim

— =X
/i_ _ T L T
A—>+0 ro+0o \ xy+1 H—>+00 H—>+00 A—>+o0
Sy x /*H P R
r+1 x+1 xr+1

—1
_ xy+1
Jim fx)-x= lim Pl 0 par suite : E O est la bonne réponse
/ "
x+1
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F) Continuité en un point : 1) f est continue en a si et seulement si : lim f (x) = f (a)

X—a

2) Une fonction est continue en un point a si et seulement si elle est continue a droite et a gauche de a :
Donc : f est continue en X, =0 si et seulement si : lim f(x)=Ilim f(x)=f(a)

X—a~ x—a’®
* toutes les fonctions obtenues par opérations (somme, produit, quotient) ou composition a partir de ces
fonctions de référence sont aussi continues sur leur domaine de définition.
« La fonction partie entiére est une fonction définie sur R et discontinue en certains réels (et donc non
continue sur R).
* Si f et g sont deux fonctions continues en a et g(a) # 0 alors :

f
a) — b) 5 sont des fonctions continues en a.

+ Si f une fonction continue en a et f(a) > 0 alors : ﬁest continue en a

3)L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
4) si f continue et strictement croissante sur L’intervalle I et ac | et bel alors:

f([a:b])=[ f(a); f (b)] et f([a;b])=| f(a);lim f(x)

x—b
x<b

f (Jasb]) = Iimxia(x);f(b) et f(Ja;b[)= Iimxia(x);limxib(x)

Si f continue et strictement décroissante sur L’intervalle I et a< | et be | alors :

f([ab])=[ f (b): f (a)] et f([a;b[)= [limf(x); f(a)

X—b
x=<b

f (Ja;b]) = f(b);limx_f)a(x) et f(Jab[)= Iimxib(x);limxia(x)

017 : Concours ENSA 2022 :

f(x):ln(1+x)—x

Soient « ; # deux réels ; la fonction f définie par : A2
f(¥)=ar+ b si:x<0

s> 0

f est continue en O si et seulement si :
A zeRer=2 BO z=0er2=0 CO dz—gez'é:% DO zcR er 6=——

Solution : Ona: A0)=ax0+4=1¢
In(1+x)-x 0

lim f(x)= lim ="_"H

x—>0+/< ) 0" 0
Utilisation de la régle de I'hopital :si tim 2.9 = © ou 2 alors : 1im 2 _ jim < (%)

x—>aV(X) 0 o0 x—>aV(X) x—>aV'(X)
1 1
In(1+x)— I

lim f(x)= lim In(1+x)-x — fim 1xx 0O Utilisation de la régle de I’hopital une 2 iem fois
x0T r—0" A2 r-0" 2x 0
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1 { - 1 2
h 1+x -
lim f(x)= lim 14X _ fim uz—/’
x0T rs0t 22X x0T 2 2

f est continue en O si et seulement si : lim f( x) = f(0) = 6=— et on a pas de conditions sur .

1

x>0 2
Parsuite:DO 2z R er &= —% est la bonne réponse
5)Théoreme des valeurs intermédiaires :
a) Soit f une fonction continue sur un intervalle | et soient a et b deux réels de I.
Pour tout réel k compris entre f (a)et f(b) ; il existe au moins un réel ¢ compris entre a et b tel que
f(c)=k
b) Soient a et b deux réels tels que : a<b.
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur [a; b]

Pour tout réel k compris entre f (a)et f (b), L’¢quation f(x) = k a une solution unique dans [a;b]
Ces résultats se généralisent & des intervalles du type [a;b[ ; ]a;b];]a;b[ 5 Jai+oo[ ; J-o0ia[ ...en
remplagant f(@)ou f (b)par lalimite de f en la borne manquante.

c)Soit f une fonction continue et strictement monotone sur [a, b et si- f (a)x f (b)< Oalors I’équation :

f (x)=0 & une solution unique dans [a, b].

Remarque : METHODE POUR DETERMINER LE NOMBRE DE SOLUTIONS D'UNE EQUATION
POLYNOMIALE

Exemple : Combien I'équation x* —3x? +1 = 0admet-elle de solutions dans R ?
Voici une démarche a suivre :

Soit la fonction f définie sur R par: f(x)=x"=3x"+1

On va étudier cette fonction et Dresser son tableau de variations

Bien s(r f est continue et dérivable sur R car fonction POLYNOMIALE
f'(x)=3x"—6x ; f'(x)=0<3x"=6x=0<3x(x-2)=0<x=0o0ux=2
Le tableau de variations de f :

Prof: ATMANI NAJIB

x —00 0 2 +00
f'ix) - 0 = 0 +
e +00
flx) _— ol
—co £ _3 -

Sur : |-o0;0[ fest continue et strictement croissante et o est compris entre "—o0" et 1

Donc:d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires I'équation f (X)=0admet une unique solution sur|~c;0]
Sur : ]0;2[ fest continue et strictement décroissante et o est compris entre -3 et 1

Donc : d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires I'équation r(x)-oadmet une unigue solution sur |0;2[
Un raisonnement similaire montre que I'équation f (x) = 0 admet une unique solution sur]2;+oo[

Au total : I'équation f (x)=0admet trois solutions
Exemple2 : I’équation : x* —x+5 =0 dans C admet exactement 3 solutions
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6)FONCTIONS RECIPROQUES.
a) Si f une fonction definie continue et strictement monotone sur un intervalle 1, alors f admet une fonction

réciprogue f~ définie deJ=f(I) vers 1.

b) Si f admet une fonction réciproque f _lde] = f(I) vers I alors f ' 4 1a méme monotonie sur J que celle
de f surI.

c) Si fadmet une fonction réciproque f _1de/: /) vers /alors (Cf,l ) et (Cf ) sont symétriques par
_

(2 (y))

Q18. Concours de Médecine et pharmacie Oujda

Soit f la fonction définie par : A x) =38— 4> .

AOAlors £ (x)=38- 4 B O /dérivable sur R

C O Le domaine de définition de fest [2;+0][ DO (fof)(*)=+ EO (Fof)(¥)=x+1
Solution : Méthode (par élimination des réponses)

D, :{XERIX+§>Oet X—l;tO}:{XeR/S—XBZO}Z{XER/XSS23}={XER/X£2}=]—00;2]

Donc : C O Faux et B [ Faux

On remarque que : f(0)=2<f"(2)=0 et /{2)=0<f"(0)=2
(/o/)(2)=/1f12)=/(0) =2 Mais 22 = 4 donc: (/°/)(2)#2? donc: D O Faux
(//)(0)=£/10)=/(2) =0 Mais 0+1=1 donc: (/°/)(0)#0+1 donc : E O Faux

On doit donc cocher A X
G) La fonction racine n — éme

rapporta :(4) y=x et (f*l(y))' =

1)Soit n un élément de N*; la fonction : f:X—> X" est une fonction continue strictement croissante sur R*elle
admet donc une fonction réciprogue f “de f (R+) =R* vers R*et La fonction réciproque f 7ls’appelle la
fonction racine n — éme et se note I/

2) Propriétés de la racine z— éme . a) La fonction Q/;est définie sur R+

b)vxeR" Q/;ZO c)(VxER+)(VyER+)Q/_:y<:>x:y”

d)La fonction Q/; est continue sur R+ strictement croissante.

&) (VxeRD(Wy ek Ux =1y ©x=y  fvxerH) (Vaer Yx>aex>a"
9) (vae Rt Yx<ac0<x<a" h)(VxeR+)(Q/§)n:Q/x_”=x

i) (Vx € RH)(Vp € N) (&)p =% ) lim¥x =+ KIS limu(x) =+ alors imglu(x) =00

X—>Xo X=Xy

1
) = » .
Si limu(x)=1 et >0 alors lenXl«”/U(X)=Q/|_ m)Yx =x9 et x=x"=(¥x)" qeN etpez

3)L’expression conjuguai et ses applications :
On sait que : a’~b° =(a—b)(a’ +ab+b’ Jet a°+b*=(a+h)(a’ -ab+D’)

: a’-b’ a’+h°
Il en résulte que : a—b=— -
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Q/;_Q/»: 2 Xy 7 et Q/;ng/»: 2 Xy 2
o AN 0 e g

On sait que a‘-b* =(a-b)(a’ +a’b+ab’ +b°)

o _ X—y
Par suite :(Vx € R+) (Vy € Rx+) : x4y =
U + 42y +4xy? +<‘/ y?

019 : Préparation concours Médecine et pharmacie :

J _J 1 3
lim X+3 - V3x+1 estégala: AOO BO -7 CO-% DO .
x—1 3/__1 2 2
VX+3-+/3x+1

Solution : lim on utilise : a® -b* =(a-h)(a’ +ab+b?
Sotuion; iy 3 (a-b) <t

\/F—\/?,x_+ “m(Jx+3—J3x+1)(Jx+3+\/3x+1)(3/?+3/;><1+12)
x—>1 3x -1 x—1 (\/m+\/3F)(\/_ )(\/_+\/;><1+12)
) —2(x—1)(€/;+§/;><1+1) i (\/_+\/;><1+1) 6 -3

() ) (seme), 2 2

Par suite : C [ est la bonne réponse

H) La fonction arc tangente (Pour SM) : 1) La restriction de la fonction tan sur }__ _[ est une bijection
2 2
de }__ _[ Vers R. Sa bijection réciproque s’appelle la fonction arc tangente, notée : artan elle est définie
2 2
X=tany
artanx =
de R vers }_Z Z[ ; Yo A

2) a) lim artanx=2 et lim artanx:—%

X—>+0 2 X—>—00

b) (vx € R) (tan(arctan x) = X) et vy }_Z Z[ arctan (tan x) =
22

c)La fonction artan est continue et impaire strictement croissante sur R
d) arctanx =arctany < x=y V(X; y) eR% et arctanx <arctany <> x <y V(X; y) eR?

___artanx
e) lim
x—0 X

=1

f) (Vx € R+) (arctan x +arctan 1_ —) et (Vx € R—) (arctan x + arctan == ——)
X X

g) (Vx €R); (artanx) = 21 1 et avec des conditions : (ar tanu(x))' :M
Xe+

G) Partie Entiére : VxeR ; E(X)eZ

La partie entiére vérifie ces deux inégalités :1) WxeR ; E(X)<Xx<E(x)+1 par définition

2) XeR ; x-1<E(x)<x

Les propriétés suivantes sont aussi vraies :

3)vpeZ VXxeR ; E(x+p)=p+E(X) 4)vpez VxeR ; XeZ < E(X)=x
<E

E(x+y)<E(x)+E(y)+L
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{O Si XeZ

E(X)+E(_X)= -1 sixeZ

E(—x)=-E(x)-1 si xgZ

(-x)=-E(x)-L sixeZ

La partie entiere est une fonction croissante.
Elle est continue par morceaux.

Elle est dérivable sur tout intervalle de la forme : Jn—1;n[ avec N entier relatif

La partie entiére est continue & droite de X, € Z c’est-a-dire : lim E(x)=E(X,)
X—>Xo
Si:X €Z limE (X) = X, —1 : La partie entiére n’est pas continue & gauche de X, € Z
X—>Xo

La partie entiére est continue en X € Z c’est-a-dire : lim E (x) = E(x,)

X—>Xg

lim E(x)=+c0 €t lim E(x)=—o

X—>+00 X—>—00

I) Axe de symétrie et centre de symétrie :
1) Soit f une fonction numérique dont 1’ensemble de définition est D;

La droite (A):X=a estun axe de symétrie de la courbe Cy si et seulement si :

a) VxeD; ; 2a-xeD,; b) VxeD;; f(2a-x)=f(x)

Remarques :1) si f est paire alors : (A): x =0 est un axe de symétrie de la courbe Cf

2)Si f(x)=ax*+bx+c eta=0 ou f (x):h(ax2+bx+c) avec - h=+ ou Inou exp ou Sin ou cos
Alors: (A):x = —%est un axe de symétrie de la courbe Cf

2) Soit f une fonction numérique dont I’ensemble de définition est Dy.
Le point Q(a; b) est un centre de symétrie de la courbe Cf si et seulement si :

a) VxeD; ; 2a-xeD; b) VxeD, ; f(2a-x)=2b-f(x)

Remarques :1) si f est impaire alors : O (O; O) est un centre de symétrie de la courbe Cf

2) f(x)= ax+3 = Q(_E-ij est un centre de symétrie de la courbe Cf
CX+

c'c

X—-a a+b
3) f(x)= In(—bj = Q(T;Oj est un centre de symétrie de la courbe

4)Si f(x):ax3+bx2+cx+d etaz0 Alors: Q(;—b; f (;—bD est un centre de symétrie de Cf
a a

J) Fonction Injective ; Surjective ; Bijective (Pour SM)
1)Définition :(injection) Soit f une application de E dans F, on dit que f est injective de E dans F si :

V(x:%)eE? xo#x, = f(x)=f(X,)
Par contraposition on peut dire que : (f est injective) & V(x;X,)eE* f(x)=f(X,)=x =X,

2)Définition :(surjection) Soit f une application de E dans F, on dit que f est surjective de E dans F si tout
élément y de F admet un antécédent dans E : (Vy € F)(3x € E)(f(x) = y)

Autrement dit : Pour tout y dans F 1’équation f(x) = y admet au moins une solution dans E.

3) a) Définition :(bijection) : Soit f une application de E dans F, on dit que f est une bijection de E dans F
si elle injective et surjective

b) Propriété : Une application est une bijection de E dans F si et seulement si :

(Vy e F)(3'!'x € E) (f(x) =y) : Autrement dit : Pour tout y dans F I’équation f(x) = y admet une unique
solution dans E.
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c)Définition (bijection reciproque): Si f est une bijection de E dans F; L application de F dans E qui lie
chaque élément y par 1’élément x de E qui est solution de 1’équation f(x) = y s’appelle la bijection

réciproque de la bijection f et se note f - f bijection de E dans F ; f sa bijection réciproque on a :
fr(y)=x [f(x)=
(v)=x_ | f(x)=y
yeF xek

020 : Préparation concours Médecine et pharmacie :
NxN->N

Soit ’application f :
PP (n;m)|—>(n—m)2

A O festinjective B[O f estsurjective C [ f est bijective D O f est ni injective ni surjective

Solution :
e f est injective ssi tout élément de N admet au plus un antécédent dans NxN

Cest-a-dire : V(n;m) e NxN ; V(n;m") e NxN

f(n;m)=f(n;m’)=(n;m)=(n"m’)
e f n’est pas injective ssi il existe au moins un élément de N qui admet plus d’un antécédent dans NxN
C’est-a-dire : H(n;m) e NxN ; H(n'; m’) eNxN
f(nm)=f(n;m’) et (n;m)=(n";m’)
Sijetrouve : (n;m)=#(n";m’) et f(n;m)=f(n";m’) on peut affirmer que f n’est pas injective.
Si je prends : (1;,2) et (1,0)
Ona: f(L2)=(1-2)"=1etf(L0)=(1-0)" =1
Donc:: 3(L2) eNxN ; 3(1,0) e NxNtel que f(32)=f(L0) Mais (1;2)+=(1;0)
Donc : f n’est pas injective A [ fausse
f)f est surjective ssi tout élément de N admet au moins un antécédent dans NxN
Cest-a-dire: vpeN ; 3(n;m) eNxNTelque: f(n;m)=p
e f n’est pas surjective ssi il existe au moins un élément de N qui n’admet pas d’antécédent dans NxN
C’est-a-dire: 3p eN ; V(mm)eNxN ; f(n;m)=p
eSijetrouve: p e N quin’apas d’antécédent dans NxN on peut affirmer que f n’est pas surjective.
Sijeprends: p=3:0na: f(nm)=3<(n-m)'=3 ©n-m=43
Mais :il n’existe pas : (n; m) eNxN tel que : n—-m=+3
Donc: 33eN ; V(mm)eNxN ; f (n;m)#3
Donc : f n’est pas surjective. b O fausse
Remarque : il existe des eléments de N qui ont des antécédents dans NxN

Par exemple: p=4 : f(n;m)=4<3(n—m)2 =4<n-m=2o0un-m=-2
Il existe : (3;1) eNxN tel que : (3-1)" =4
C’est-a-dire : 4 e N a au moins un antécédent dans NxN (pas suffisant pour affirmer que f est surjective car

il faut que tous les éléments de 1’ensemble d’arriveé aient des antécédents par f'.
CO fausse
Par suite : D [ est la bonne réponse
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Résumé de Cours : LA DERIVATION

A) Dérivation en un point et Dérivé a droite et dérivé a gauche.
1) f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert de centre a.

f(x)-f(a)

X—a

f est dérivable en a si la limite : |lea existe et est finie le note f'(a) : Le nombre dérive de la
-

fonction fena
f (a+ h)— f (a)

2) f est dérivable en a si et seulement si : |hIrT(1) =f'(a)eR
-

3)Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a, a + r[our >0

- : o f(x)-f(a)
f est dérivable a droite de a si la limite : lim ————=

x—a’ X—a

existe et est finie : f; (a)

4) f une fonction définie sur un intervalle de la forme] a —r, a] our >0
o oo T(x)-f(a) N
f est dérivable & gauche de a si la limite : lim —————existe et est finie : fg (a)
X—a~ X—a
5)f est dérivable en a si et seulement si : elle dérivable & droite et a gauche de a et f;(a)=f/(a)
6) Toute fonction dérivable en a est continue en a.

B) INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES.
1) si f est dérivable en a. f admet une fonction affine tangente en a de la forme :

u(x)=f'(a)(x-a)+f(a)

2)Si f est dérivable en a alors sa courbe représentative Cr admet une tangente (T) en A(a, f(a)) d’équation
(T): y=f'(a)(x—a)+f(a)

3) Si f est dérivable a droite de a, alors son graphe admet une demi-tangente a droite de a :
(Ty):y="f(a)(x-a)+f(a) :x>a

4) Si f est dérivable & gauche de a, alors son graphe admet une demi-tangente a gauche de a :

(Tg): y=f/(a)(x-a)+f(a):x<a

5) Si f est dérivable a droite et a gauche de a et fd'(a) # fg’(a)on dit que la courbe représente un point
anguleux en A (a, f (a))

C) Dérivabilité sur un intervalle.

1) f est dérivable sur ’ouvert] a, b[si elle est dérivable en tout point de ]a, b[

2) f est dérivable sur le semi-ouvert [a, b[si elle est dérivable sur ]a, b[ et dérivable a droite de a
3) f est dérivable sur le fermé [a, b] si elle est dérivable sur] a, b[ et dérivable a droite de a et a gauche de b

1 VX e R

Remarque : La fonction artan est dérivable sur R et (arctan x)' =Ty
+ X

021. Concours de Médecine et pharmacie Oujda :

Soit f une fonction dérivableen : a alors 5},”3/(4+ %) ;f(”_ﬁ) =
H

A0 2/ (2) sof(a) coOf(4) DO Aoy EO awtre
farB)—fla=h) _ . fla+rh)-f(a)+fla)-fla—1)

Solution : lim
/-0

Y/4 #—0 V/4
/] /4 /#—0 iy
Ona: éirgﬂﬂjL 2_[(”) = f(a) car fest dérivableen: a
51111(1)/(”_ f)ﬁ_/(”) = /léi_r)fgf([le '2_/(”) = /(a) car festdérivableen:a
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flat+ %) ;f(ﬂ— %) =f(a)+f(a)=2,(a) AKX estlabonne réponse

022. Concours de Médecine et pharmacie :

Donc : lim
/7—0

. . o f(,v)zx‘zsin(ij sixz0
Soit f la fonction définie par : x :
/(0)=0

A O Alors fonction f dérivableen : 0 etona /(0) =

N~

B O Alors fonction f dérivableen:0etona /(0)=o0
C O Alors fonction f dérivableen: Oetona £(0)=1
D O Alors fonction f n’est pas dérivableen : 0 E [J autre

xzsin[1]—0
Solution : lim/M = lim d = lim xsin[—j
- x>0 ryr—0 r—0 +—0 +—0 x
Ona: six#0: —'ISsin(ijS/l
X

. . (1 : 3 c 1
stxy>~0 —x< xsm(—jﬁ x el lim x= lim —x=0 parsulte . lim xsm[—jzo
x

E2 0" 0" r—0"

Donc : f derivable a droiteen : O et £(0)=0

. . (1 . . . (1
stx<0: x¥< xsm[—js—x et lim v= lim —x=0 parsulte : lim xsm[—j:O
x

X >0~ >0~ x>0~
Donc : f dérivable & gauche en : 0 et /4(0)=0

Par suite : la fonction f dérivableen: 0 etona /(0)=0 B X est la bonne réponse
Q23. Concours de Médecine et pharmacie :

Soit f la fonction définie par : A{#) =(¥-5)(w-4)(»-3)(+-2)(+-1) .
Alors : /(”) =

AO 24 BOY CcOO DOS5 EO-24
Solution : Puisque f est une fonction polyndme donc dérivable sur IR donc dérivable en 1

llm/(x)_f(4) :/v(/’)
r—>1 x—A1
i /09100 gy 2NN RN i) (- 4) (-3 (- 2)

(1) =(1-5)(1-4)(1-3)(1-2)=(-4)=(-3)=(-2)=x(~1)=[24]
A [X est la bonne réponse

D)Monotonie et extremums d’une fonction : concavité ; points d’inflexions
1) Soit f une fonction dérivable sur un

intervalle ouvert | eteta I Si f admet un extremum relatif en 8alors f'(a)=0

2) Si f est dérivable en a et admet un extremum en a, alors sa courbe représentative admet une tangente
paralléle & (Ox) en A(a, f(a))

3) Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.

4) a) f' est positive sur I Si et seulement si f est croissante sur /.

b) f' est négative sur I si et seulement si f est décroissante

c) f' est nulle sur I si et seulement si f est constante sur 1.

5)Si f est dérivable sur un intervalle I et sa fonction dérivée est strictement positive sauf sur un nombre fini
de point ou elle peut s’annuler alors f est strictement croissante sur /

6)Si f est dérivable sur un intervalle I et sa fonction dérivée est strictement négatif sauf sur un nombre fini
de point ou elle peut s’annuler alors f est strictement décroissante sur [

Prof : ATMANI NAJIB 25 Opall sl A das Iy aSif o




Prof: ATMANI NAJIB http://www.xriadiat.com

7) Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et a € I.

Si f’ s’annule en a en changeant de signe a droite et & gauche de a alors f admet un extremum en a
8) f est deux fois dérivable sur un intervallel.

a) Si f"est positive sur I alors Cr est convexe sur I.

b) Si f" est négative sur I alors Cr est concave sur 1.

c) Si " s’annule en a en changeant de signe alors Cr admet un point d’inflexion en A(a, f(a))
Q24. Concours de Médecine et pharmacie 2022

ABCDest un carré de coté 1

On place les points E et F respectivement sur les cotés [ AZ]et [ BC | tel que : BE= CF= »

Les valeurs de ¥ pour laquelle I’aire du triangle ZZZJ est minimal est :

ad00 BOX cof oo 2L en0 awre
Z 3 B

Solution : L’aire du triangle Z#/est : D x C

° @ °
1—-x ¥1-x X
S(%)=Aypcp— Arcp — Aggr— Agep =1~ > (2 )_E
244 1+4° —v—x ¥ —x+1 2x—1
/(%)= = et /(¥)= .
2 2
2x—1 1 A )
[f(x)=0< ad =0<:>2,v—1=0<:>,v=E o

Les valeurs de ¥ pour laquelle ’aire du triangle ZZZJ est minimal est : = %

()2 +1
27 2 _ %( ua) est’aire minimal du triangle ZZ#Z)

1
fig)=2—

O

gl =

L o

flz) \3
=

D [X est la bonne réponse
E) Operations sur les fonctions dérivables

!
Si f et g sont dérivables sur un intervalle ouvert I alors f+g est dérivable sur [ et: (f +g) = f' +g'
!
Si f et g sont dérivables sur un intervalle ouvert I alors fxg est dérivable sur [ et: (f xg) =f'x g+ fx g'
4
et (f”) =nf'f" " sinew

1 ' :
Si f est dérivable sur un intervalle ouvert I et f ne s’annule pas sur I alors T est dérivable sur I et[l} :_f_z
f f

f
Si f et g sont dérivables sur un intervalle ouvert I et g ne s’annule pas sur I alors 5 est dérivable sur [ et

4

[lj _ f'xg—fxg’
g g’

Si f est dérivable sur un intervalle ouvert I et strictement positif sur I alors \ﬁ est dérivable sur I
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F) Autre formules de dérivations :(ax+bj _ adbe (\/?)' :% ; (Q/T) = nnfﬁ ;

cx+d (cx+d)2 '

(nuGoY =55 (100 =a'00x (@) 5 () =" ;

(sinu(x)) =u'(x)cos(u(x)) ; (cosu(x)) =—u'(x)sin(u(x)) ;
(tanu(x)) =u'(x) (1+tan® (u(x)))

Autre formule sous conditions : (f1 ), (v)= /(f+(1’)) et (fx g)(n) :kZ_;Cﬁf(k) Xg(n—k) (Leibnitz)

025. Faculté de Médecine et pharmacie 2013-2014 Oujda :

cos x

Soit  la fonction définie par : A(x) =

A+ 2sinx
ASIinx+cosxy— 2

A O Ladérivéde frx) est f(x)=

(¥+ 2sin x)z

XSIN X+ CcOS ¥+ 2

B O Ladérivé de frx) est f(x) =

(x+2sin ,v)z

CO lim flx)=+o DO lim Av)=L EO lim fix)=0
A—>+00 A>+00

A—>+0 2

Solution : On procede par élimination des réponses :
—sinx( ¥+ 2sinx)—cos ¥(1+2cos x)  —xsinx—cos ¥+ 2(cos?x+sin?x)

V=0 ; f(x)=
(#+ 2sin x)z ( ¥+ 2sin x)z

—xsin v — 2
Vx=0 ; fi(x)= FSIn¥_COS ¥ 4 =A O faux et B O faux

(¥+ 2sin x)z

os . .
O et lim —— = lim . =0

¥+ ¥+ 2SIH X ¥—>+0 sinxy
x[ 1+ 2 j

X

<

Ona: vxz0 |f(x)|=‘

1 1 1
X+ 2sinx X+ 2sinx

lim f(x)=0 . Ondoit donc cocher E X

A—>+00

026. Faculté de Médecine et pharmacie 2013-2014 Qujda :

L’ensemble des solutions de I’inéquation : 1+ Ina+(Inx)* +(Inx)’ >0 est:

1
AO Jo;e'[ ; BO]0;+%[; cO ;e[ ;DO Je;+o[ ;ED k;m[
Solution : Methodel : On procéde par élimination des réponses : £, = ]0;+ 00[
1+1n/l+(ln/l)’2+(ln/l)3 >0<1>0 (Vraie). Donc:1eS
1¢e]o;e'[ etdg]e;+o[et |—w;e’ | @ O, >A0fux et COfaux et DO faux

2 3

1 1 1

1+ln—+(ln—j +(ln—j >0<=0>0 (Faux ).Donc: 1 & $=BO faux
e e e e

On doit donc cocher E X
Methode?2 : Soit .$’L’ensemble des solutions de 1’ inéquation.

Ona: £;=]0;+x[etonpose: X=Inx
/l+lnx+(lnx)z+(lnx)3 =1+ X+ X +.X° :(4+X)+/I”2(1+X):(1+X)(1+X2)
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_ 1
1+ X+ X+ B >0cc1+X>0X>1ny> 1> x> o r>—

e
On doit donc cocher E X
027 : Faculté de Médecine et pharmacie Oujda

vreR" f(#)=2+4lnx+1 et (/")'(z)zg »alors: f(1)=
ADZ BO-; CO6 DO-6 EO aume
Solution : Ona: (/" '(2)=; et f(1)=12+4In1+1=2 donc: /'(2)=1
) 7(7'(2))
1 1 NPT 1 : ,
Donc: — =———— c’est-a-dire: — = et par suite : /(1) =6 : On doit donc cocher C X
¢ £(r'(2) ¢ /(1)

Q28 : Faculté de Medecine et pharmacie Oujda :
Onnote : vneN" /<”) la dérivée n iem donc : Vx€]0;+00[

—1).’ (#) wn!
lnx(”)z —1 ”(”— Inx =(-1) —
A () = (- 25 g (i) = (1)
1 7! ” st (2—1)!
cO (lnx)(”) :(_1)ﬂ+ ? D[] (lnx)(”)z(lnx)” EC (ln;v)( ):(_,’) +1( x,;)
Solution : Méthode : On procéde par élimination des réponses : 2= 0 ;+ |
(1) 4
- (1) _ 1 tnx)\?) =(y) =| 2 =-L
Ona:(lnx) "’ =(Inx) _xEt ( ) ( ) y 42
. 0) 1 ” Ju—1)!
Pour:AI:ISl-'ﬂ=1(lnx)“) 1 (—1)1g=-— donc : (1114’)( )i(—4) u:>AI:|faux
X & & A
. 1)! 1 (#) w !
. st:u=1 (n_1 — 1(—:—— Almx) " () —
Pour: B O (Inx) xet( ) ¥ xdonc.( ) ( )J,,:>BE|faux
Pour:DOS7: #=1 (lnx)(” ~ 1L gt (In#) =tnx donc : (lnx)(”) # (Inx)” = D O faux
X
. w22 1 7!
Pour: COS/: #=2 :(Inx)?) z—% et (1) 2= donc: (I”W)(”) ()" o
= D O faux On doit donc cocher E X
Q29. Concours de Médecine et de pharmacie « Marrakech » Juillet 2010
Soit g et/ deux fonctions définies et dérivables sur /=[~1;1] telle que :
Vael g(x)=é(cos(%x) j Alors lavaleur de £'(1) est:
AO ”(0) B O #' eviste przs cad —%ﬂ(O) DO %ﬂ(O) EO —%ﬂ(’!)

Solution : g'(x):(ﬁ(cos(%x) JJ =(cos(%x) Jx//[cos(%x) j:—%xsin(%x)xﬂ(cos(%x) J

1) = -« sin(™ ) x 2 AN __r i
£(1)= 2 sm(z) ﬁ’[cos(z)j 2 1x#(0) 2//(0) On doit donc cocher C [X

030. Faculté de Médecine et pharmacie et dentaire : 2023-2024
Soit #une fonction réelle ; sachant que : f(1)=3 et f'(1)=-3

La courbe de la fonction f admet au point (1, 3) une tangente d’équation :
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A0 py=3+—2 BO py=3+x-6 CO py=-3++6 DO p=3+ E0 p=-34++2
Solution : Methodel : On procéde par élimination des réponses : f'(1)=
= A O faux et BO faux et D O faux

f(1)=[3 :Pour:EOQ p=—34+2 onasi Xx=1: p=—3x4+ 2 =—1 = 3 =ED faux

On doit donc cocher C X

Methode2 :( il vaut mieux le faire) I’équation de la tangente a la courbe de fen (1, 3) est :
y=/(1)(x—1)+f(1)=-3(x¥—1)+3=-"3x+3+3=-3x+6

On doit donc cocher C X

Q31. Concours ENSA 2022

Soit £ : [0; +00[ - [O;+oo[; définie par : f (X) = Xe" ; I’équation t de la tangente a La courbe de la fonction

£ au point d’abscisse € est :
1 1 1 1 1 1
AO y=— — BO py=-— — CO y=— 17 DO y=—a—1
Y Zex+ 2 d ex+ 2 Y Zex+ Y ex
Solution : I’équation de la tangente a la courbe de £ au point d’abscisse € est :

y=(F") (e)(w—e)+f(e):
f(e)=x=e=f(x)=1 donc: /' (e)=1

Etona: (/" ),(e):/‘(/j’(e)):/‘(Z) et f’(x):x'ex+x(ex)':ex+xeX:(1+x)eX

1 X¥—e+2e 1 1
= f'(1)=(1+1)e* = 2e et par suite : V' = Z’( ¥—e)+1= T ey

On doit donc cocher A [X
032 : Faculté de Médecine et pharmacie et Médecine dentaire : 2023-2024

flr)=x+ xzsin(ij sEx#0
x

et (/")’(2)=1 »alors: f(1)=
. 6
0 srx+0
A O fnestpas dérivableen 0 BO /(0)=0 cO f(0)=1
DOPoUr »-o0 ; /’(x)=1+2xsin(ij+cos[ij E O f est dérivable en 0 et /'(0)=2
X X
x+x23in(lj sin[lj
f(x)-f(0 .
Solution : lim ( ) ( ):Iim X :Iim1+xsin(—jzlim1+—x on pose : t=—_im 1+m
—_— x>0 x—0 x—=0 X x—0 X x—0 1 X X—>+o0 t
X
x+x25in(1j
f(x)-f(0 i
im0 L
x—0 x-0 x—0 X X—>+00 t

Ona: -1<sint<ldonc:si t>0 par passage a la limite : —%ss'tﬂs% donc: lim 1+S'tit=1+0=1
De méme : lim 1+S'tit =1+0=1 On doit donc cocher C [X

X—>—0

Q33 : Concours ENSA
Soit _une fonction réelle : f(#) = ¢ * sinx et *)sa dérivée d’ordre 4 ; alors : A4 (x)=

AO-Al#) BO 4fA») cO4/(*) DO -3/( )
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4 ' ' >
Solution : On utilise la formule : (”X V) =HXV+UXY e
x)=—e  sinxv+e cosx=—f(x)+e *cosx
f(x) () s o
—S X

Z)x

x)=—f(x)-¢ " cosx—e " sinx= M et cosxv—e*siny— M

7
[ (¥)=-2¢" cos x

X

Y(x)=-2¢"cosx-2¢ Ysinx+2f (x)

£ ()=

A7) (%)=

A3 (%)= 26" cos w+ 26 sinv= 26" cos x+ 2 )
()=

A4

) x)=-2¢" cos x-2f( x)-2f( x)+2¢ " cos +=—4/( ¥) On doit donc cocher B

Remarques : 1) Pour étudier : f (x)=u(x)"® on écrit f(x)nsous laforme: f (X) = ev(x)ln(u(x) )
2) Pour calculer la dérivée de |f], on procéde comme suit :

- Exprimer |f] sans le symbole de la valeur absolue sur des intervalles de D f

- Calculer la dérivée des fonctions obtenues sur ces intervalles.

3) Toute fonction rationnelle est dérivable sur tout intervalle inclus dans son domaine de définition
G) Autre Théorémes :

1)Théoréme de Rolle : ( Pour SM)

Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur] a, b [ et telle que : f(a) = f(b).

Alors il existe unréel c €] a, b [; tel que : f'(c) = 0.

2) Théoréme des accroissements finiesT.A.F : ( Pour SM)

a) Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur] a, b [

Alors il existe un réel ¢ €] a, b [tel que : f(b)-f(a)=f'(c)(b-a)

b) Inégalité des accroissements finies LA.F : ( Pour SM)

Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur:] a, b [

S’ils existent deux réels M et m tels que : m< f'(x)<M : ¥x € Ja;b[
Alors: m(b-a)<f(b)-f(a)<M(b-a)

3) Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

Si f est dérivable sur I et (Vx € I)(|f'(x)| < k (oU k € Rx+)

Alors :(V(x, y) € IP)(If (x) = f)| < klx = ¥])
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Résumé de Cours : FONCTIONS PRIMITIVES

1) Soit f une fonction définir sur un intervalle I ; On dit que la fonction F est une fonction primitive de la
fonction f sur ’intervalle I si : @) F est dérivable sur I b) (Vx € I) (F'(x) = f(x))

2)Si f est continue sur I alors f admet une fonction primitive sur [

3) Si f admet une fonction primitive F sur I alors toutes les fonctions primitives de f sur I s’écrivent de la :
forme : F + A ou A est un réel.

4) Si F1 et F> sont deux fonctions primitives d’une fonction f sur I alors :

(Vx €1) (F2(x) = Fi(x) + ) oUA ER

5)Si f admet une fonction primitive sur I et X, € I; alors il existe une unique fonction F, Primitive de f

telle que FO(XO) =Y, ou Y, un réel quelconque.

6) Si F est une fonction primitive de la fonction f sur I’intervalle I et G une fonction primitive de la fonction
g sur Iintervalle I et a un réel alors :

a) (F + G) est une fonction primitive de la fonction (f + g) sur I

b) (aF) est une fonction primitive de la fonction (af) sur I

7)Tableau des fonctions primitives usuelles. Opérations sur les fonctions primitives.

La fonction Sa fonction primitive La fonction Sa fonction primitive
a (a €R) ax +c u +v u+v+Ce
x® (n€N) Lo+l g au’ au +C*
atl u'u™ (n € N) L ntiy cte
Vx g\./x_3 +c - Ll
_ te
n non 1 =z —+C
Vx rrehll i NV
x" (re Q/{-1}) Syl 2vu
: e wYu (n€NY) — VT 4 e
sin(ax +b) —cos(ax +b) +c¢ — il
5 4 u'u” (r e Q/{-1} Lyl cte
cos(ax + =i r+l
( ) ~sin(ax +b) + ¢ % o Yo+ Ct
= axarctan(x)+c w arctan(u) + C
1+x w241

Les seules opérations sur les fonctions primitives sont : la somme et le produit par un réel. Mais grace au
tableau des opérations sur les fonctions derivées on peut en déduire :
La ligne en couleur gaune est une généralisation des 4 lignes précédentes.

8)Quelque formule utile pour calculer les primitives

) 1+cos2a . ) 1 . . 1-cos?2a
cos“a=——— ; 1+tan“a= —; sinfa=———
Ccos” a

COSX. COSy =% [cos(xty) + cos(x—y)] ; sinx.siny = —% [cos(x+y) — cos(x—y)]

) 1. . . . X . 2t 2t
sinx. cosy == [sin(x+y) + sin(x—y)]; sit=tan| — | :Ona:sinx=—— ;COSX=——: tanXx=

034 : Concours Faculté de Médecine et de pharmacie Juillet 2007 « Marrakech »

. . e —1
Q11. Soit # lafonction definie sur ]—4;+00[ par : #(x) = x—z
(x+1)
Si est la primitive de la fonction #qui s’annule en 0 alors : A O U( )= ln(x+1)—12Tx
X
B O U(x)zﬂ cO (/(Ar):ln(x+1)+i DO U(x)zln(Lj—ﬁ E I:I(/(x):2111(,v+1)—i
1+x 1+ r+1) 1+x 1+x
Solution :
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w=1  (x+1)-2  (x+1) -2 1 1 (#+1) (#+1)
Methodel : #(x) = - - =— 2 - =
e o D TR o e e DT Y B I

N . 1
Donc : les primitives de la fonction # sont: {(x) = ln| x+/l|+2?+k
X

U(0)=1n|0+4|+2ﬁ+k=0 S24+k=0 k=2
+

222 :ln(x+1)——2x1 car : € |~1;40]

Donc : A x) = tn| x+ 1|+ —>— — 2 = n| x+ 1| +
x+1 x+1 X+

On doit donc cocher A X

Méthode? : [/'(x)z(ln(x+1)—

1+x r+1 r+1

24 j’_(xw)'_[zﬁoj’: 1 2xt-1x0 (ax+bj'_ ad —hc
w41 (prq) “lox+d (cx+d)’

1 2 x+1 2 r—A1 ; 2x0
U(x)= - = - = =#(x) etpuisque: U(0)=In(0+1)- =
= (we1) (a+1) (we1) (we1) puisque : U10)=n(0-+1)=70)
On doit donc cocher A X
035. Concours de Médecine et de pharmacie Juillet 2006 « Qujda »
Soit & la fonction définie sur R par: é’(v")=24”(4+1"(4+12 ))

Une primitive de la fonction & est: AQ G(#)=42In(1+4%) BO Gl x)=42+2xIn(1+42)

0

cO G #)=(1+#)n(1+42) DO G x)=2xln(1+42)+1 EO G(x)=xl(x+%ln2(1+xz)j
Solution : Si : G{#)=(1+42)ln(1+4%) ;
G(#)=((1+42)n(1+22)) =((1+42) ) (a2 )+ (1422 In(1422))

25
1+ 42

G(x)=2xln(1+ 42 )+(1+47) :2xln(1+xl)+2x:2,v(1+ln(1+x2))

On doit donc cocher C ¥
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La fonction logarithme népérien :
A) fonction logarithme et propriétés : La fonction logarithme népérien notée In est 1’unique fonction,

r 1
dénie et dérivable sur ]0;+oo et Vérifiant In1=0 pour tout réel x € |0;+o[ , (Inx) =;>0 Il est continu et

dérivable et strictement croissant sur |0;+oof

Pour tous réels : Vx>0 ;vreQ ; Vvy=0
Dinx=Inyex=y 2)Ix>0<x>1  3) x<y<Inx<Iny NHInx<0<=0<x<1

5) In(xxy)=Inx+Iny 6) e=271828...- et In(e)=1 7) |n[lj=_|nx 8)In[§j:ln x—Iny
X

9) In\/_zélna 10) In(x")=rinx 11)In(e*)=x ¥xeR 12) (" =x) (Vx> 0)

13)e" =y x=Iny vxeR etvys>o0
B) Dérivée et primitives de la fonction x — In(u(x))
1)Si u est une fonction dérivable sur I et ne s’annule pas sur I alors la fonction : f(x) = n(ju(x)|) est

dérivable sur I et (vx € 1) ( f’(x):%)

2)Si u est une fonction dérivable sur I et ne s’annule pas sur I alors les fonctions primitives de la fonction

y %%X))sont les fonctions ;F(x) = [ n(ju(x)|) + Cte
u(x

C) FONCTIONS LOGARITHMIQUES DE BASE a ET PROPRIETES
Soit: (a>0) et (a=1); On note 10g, Ia fonction logarithmique de base a définie sur |0;+oo[ par :

In x
—)
Ina
Vx>0 ;VreQ ;Vvy>0

1)log, (xxy)=log, x+log, y *2) log, (1/x)=-log,x  3)log,(x/y)=log, x—log, y
4) a*=e""5) |og _InX_\1x6) log, (x")=rlog, x7) log, (v/x) = (1/2)log, x
Ine

(Vx €10, +o0]) (log, =

e

8) Vx & |0;+o0[ ; (log, (x)) :Ti]a donc La fonction 10, est une bijection de ]0;+o[ vers R

9) (Vx> 0)(¥y > 0)( 10g; (x) = 109, () = x =)
10) (vx > 0)(vr € Q)( log, (X)=T < x=a’
11) log, strictement croissante si (a>1) et 109, Strictement décroissante si (0 < a~<1)

D)Cas particulier a = 10 ; logarithme décimal :
La fonction logarithmique de base 10 s’appelle la fonction logarithmique décimal et se note par log et

VXe]O;+00[: (Iogx=lln—1);) etona:log (10)=1
n

1) (Vvx>0) (Vr € Q) (log(x) =r & x=10")
2) (vr e Q) (log (10")=r 3)log(x)>r < x> 10"
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La fonction Exponentielle :
A) Propriétes et définition : La fonction In admet une fonction réciproque définie de ]—oo; +oo[

Vers |0; -+ appelée fonction Exponentielle népérienne notée : exp et qui est strictement monotone sur R et

on a pour tout xet ydans R:

2 3)e”’ _&
e” e’

yHe™ =(e*) (reQ) 5 (e" =x) (Vx>0) 6) (|n(ex)=X) (VxeR)

7) (Vy>0) (VxeR)(e*=y) = (x=Iny) 8) (Vy=0)(VxeR)(e*=e") = (x=Y)

9) (Vy>0)(vxeR) (e =e”) < (x2y)

1)e" =¢e*xe’ 2) e =

10)La fonction exp est dérivable sur R et (Vx € R) (ex) =¢"

11)Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I alors la fonction eu(x) est dérivable sur I et

!
(Vx € I)( (e“(x)) =u'(x)e'™y)
12)Si u est une fonction dérivable alors : une primitive de u'(x) . e4® est eu®),
B)Représentation et Tableau de variation de la fonction exp :
Les courbes Cin et Cexp SONt Symétriques par rapport a la premiere bissectrice (A) : y = x
X —o0 0 1 +oo
v : =

exp(x) et e

C)FONCTION EXPONENTIELLE DE BASE a

Soita>0eta+#1;o0na:1)(Vx ER) =g 2)fonction €Xp, est définie sur R
)vxeR ; a* =0 HvxeR VyeR a'=ye x=log,y

5)vxeR log, (ax) =x 6)VxeR] a'oga(x) =X

+ -X 1 X
7) (Va € R++)(Vb ER#+)(Vx ER) (VyER); a*xa’ =a"" 8) a == 9)(axb)" =a*xb*
10) (ax)y:axxy ll)ax_yZa—X 12) E Xza_x 13) (ax)':axxlna 14) arx:(ax)r
a’ b b*
15)a) X —> a’ est strictement croissante si a =1

b) X — a" est strictement décroissante si 0<a<1

16)(vx € R)(a" )' =(Ina)a"

17)Si u est une fonction dérivable alors : une primitive de u’(x)a"" est _aa

0.36. Faculté de Médecine et de pharmacie « Marrakech » 2007
L’ensemble des solutions de I"équation : 38°* —4€* +1=0 dans R est:

AO & BO {0;In3} caof{ll oo{0} eo{-In30}
Solution : On procede par élimination des réponses :
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32 —4e°+1=3e"-4e°+1=3-4+1=0 donc: 0 S = A O faux et C O faux

362x(—|n3)_4 —In3+1 3e|i9_4ei3 ]_—g_% 1—%—%4-1 0 Donc : —|n3€S

—B O faux et D O faux
On doit donc cocher E ¥
Q37. Concours de Médecine et pharmacie 2013-2014 Oujda :

Soit # la fonction définie sur ]—00;0[ par: flx)=x+5 +6ln(

x1 j et Crsa courbe représentative dans
o

un repére orthonormeé.
A O La droite d’équation : y=-x+4 est une asymptote a Crau voisinage de —
B OO Laderivéde f(x) en ¥=-5est £ (-5)=7

C O La droite d’équation : y= %x+ % + 6ln% est une tangente a Cr au point M d’abscisse : x,, = -3

D O La fonction : AZ(x) = %2 +5x+ 6xln( j est une primitive de la fonction

x—A1

EQ lim flx)=+o

>0

Solution : On procede par élimination des réponses :
Pour: A ltm f(x) (—¥+4)= lim 2x+ 6111( d j: —o =0 = AOfaux

A—>—00 xr—1

6 4
Pour : B [ f est dérivable sur |—0;0[et /'(*) =1~ = /f(-5)=— =B 0O faux
r(r=1) 5

6 1
Pour:COOna:/(-3)=1—-—=—
f(3)=1-—=-
L’équation de la tangente au point M d’abscisse : 4, =-3 est: y= f(—3)+f(—3)(x+3)=zx+Z+6lnz
1 7 3 . .
y= Ex+z+élnZ On doit donc cocher C [X] c’est fini

Mais on peut vérifier facilement que : D et E sont fausse
Remarque?2 : On traite d’abord les questions qu’on trouve faciles
Q38. Concours de Médecine et pharmacie et Médecine dentaire : 2023-2024

(2x)°
()

Soit g la fonction définie sur R par: g(x)= pour tous x>0

la lim g(x) est:

A—>+00

A O+%0 B O1 CO2 DO O EOgn’admet pas de limite en +0

2 ¥ xln(Zx) w202 Il +
Solution: fim g(x)= lim ( ’”Z)x = lim ezm( o = lim ¢ i 20)- 26t 5) _ pigyy A In202n( )
A—>+00 ( ¥ X0 g H—>+00 A—>+00

. . 1 In2-21 .
lim g(x)= lim Hlniln ")) — lim
A—>+00 A—>+00 A—>+00

On doit donc cocher DX
039. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie

ex( In 2—111( x) ) _

X2-3x
L’ensemble des solutions de 1’équation : (E] =169 dans R est:
1
os-=) O S:{‘?Z} Os-{2  Os-{112 O
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Résumé de Cours : LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
A) Définition : Une équation différentielle est une équation ayant pour inconnue une ou plusieurs fonctions ;
elle se présente sous la forme d'une relation entre ces fonctions inconnues et leurs dérivées successives.
L'ordre d'une equation différentielle correspond au degré maximal de dérivation auquel I'une des fonctions
inconnues a été soumise.
Remarque : Pour simplifier I’écriture d’une équation différentielle on note I’inconnu (qui est une fonction)
y au lieu de y(x).
B) L’équation : y'=ay+b a ERxetbh € R.
Soit a un réel non nul et b unréel ; (E) y’ = ay + b une équation différentielle

définie sur R .La solution générale de 1’équation différentielle (E)) est I’ensemble des fonctions :

X — y(x)=1e" - b ou Aest un réel.
a

Remarque :Le réel A dans la solution générale de 1’équation différentielle (E) peut-étre déterminé par les
conditions initiales

C) LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES : ay" + by’ +cy =0

Soit a un réel non nul et b et ¢ sont des reels quelconques.

1) Considérons 1I’équation différentielle : (E): ay” + by’ +cy =0

L’équation (1): ar® +br +c =0 avariable réelle r s’appelle I’équation caractéristique de 1’équation
différentielle (E).

2)L'équation ay" + by’ + cy = 0 est dite a coefficients constants si a, b et ¢ sont des réels donnés.

On Supposeraa # 0

a) Linéarité : L’équation ay" + by’ + cy = 0 posséde la propriété suivante Si y1 et y. sont deux fonctions
solutions de I'équation : ay" + by’ + cy = 0, alors, pour tous nombres A et B, la fonction Ay: + By> est aussi
une solution. A cause de cette propriété, on dit que I'équation : ay" + by’ + cy = 0 est linéaire.

b) Résolution de (E) : ay” + by’ +cy =0

Soit ’équation différentielle :(E) ay" + by’ + cy = 0 avec a # 0 et soit (E1): ar? + br + ¢ = 0 son équation
Caractéristique. A = b%>— 4ac le discriminant de (E1)

1) Si A > 0 I’équation (E1) a deux racines : I; et I, Réelles et distinctes et les solutions de 1’équation (E)
sont les fonctions : Y(X) = Ae™ + Be ou 4 et B réels

2) Si A < 0 ’équation (E1) a deux racines : Z, et Z, complexes conjugués et si : Z, = P + i alors les
solutions de I’équation (E) sont les fonctions : y(x) = e™ (Acosgx + Bsin gx) ot 4 et B réels

3) Si A =0 I'équation (E1) admet une racine double et les solutions de (E) sont les fonctions :
y(x) =(Ax+B)e™ 00 A et B sont des réels.

Remarque : Les solutions de I’équation différentielle :(E): y" + w?y = 0 sont les fonctions :

y = acoswx + [ sinwx ou «a et § sont des réels.

0Q40. Concours Médecine Dentaire Juillet 2018
On considere 1’équation différentielle : (E) y"—2y'+5y =0

la solution générale de I’équation différentielle (E) est :
ADOe*(acosx+bsinx) BO(ax+b)e™ CDae*+be” DO e*(acos2x+bsin2x)
Solution : Son équation Caractéristique est: r2—2r+5=0
Son discriminantest: A =b* —4ac =4—4x1x5=4—-20=-16
Deux solutions complexes conjuguées :
, —b+iv-A _2+i\16 _ 2+4i
! 2a 2 2
Alors les solutions de 1’équation (E) sont les fonctions : y(x) =e™ (ACOS gx+ Bsin qx) ol A et B réels

=1+2i et z,=1-21 =z, =1+2i= p+qi

Cest-a-dire : Y(X) =e™ (Acos2x+Bsin2x) On doit donc cocher DIX
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Résumeé de Cours : SUITES NUMERIQUES

Soit (U, ). _, une suite numérique.
A) Suite majorée minorée bornée croissante décroissante convergente
o (un )nel est majorée s’il existe un réel M tel que :u, <M Vnel

o (u,)  estminorée s’il existe un réel m tel que : Vnel:m<u
N /nel n

e Une suite est bornée si elle est majorée et minorée.
(u, ), _, est bornée si et seulement si: s°il existe un réel positif M tel que : vne I |u,[<M

eLasuite (u, ) _ est croissante si et seulementsi: Vnel ; U,,; = U,

e Lasuite (U,) _ est décroissante si et seulement si: Vnel ; Uy, <U

e Une suite qui tend vers une limite finie [ s’appelle une suite convergente sinon elle est dite divergente
e Toute suite convergente est bornée

o Si une suite admet une limite finie [ cette limite est unique

e Toute suite croissante et majorée est convergente.

e Toute suite décroissante et minorée est convergente

e Toute suite croissante et non majorée tend vers +00

e Toute suite décroissante et non minorée tend vers —0

B) Suite arithmétique :(un )nel arithmétique : si et seulementsi: Vnel ; U, =U,+TI Leréelrla

raison de la suite et si (un )nel est une suite arithmétique de raison r et U, I’un de ses termes alors :1)
n-p+1
u,=u,+(n-p)r ;vnel 2)s = U, +Up, +int U, =¥(up +u,)

3) Uy Uy, =2,

4)Sir>=0 (un )nel est une suite strictement croissante et lim u_ = -0

N—>-+o0

Si r <0 (u, ), est une suite strictement décroissante et lim u, = —oo

5) Exemple de suite arithmétique : U, =an+bet = A
u,—u,
n-p
Exemple :1) Calculer; S; =1+3+5+...+99
2) f(X)=1+2x+3x" +4x%+....+100x* ; calculer : f(-1)
Solution : 1) s, =1+3+5+...+99 : somme des termes d’une suite arithmétique raison ' =2
Up=letU =U,+Nr=1+2n=99 =n=49
~(49-0+1)
2
2) f(-1)=1-2+3-4+...4+99-100=(1+3+5+...99)—(2+4+6+..100)

S, = 2+ 4+ 6+..100: somme des termes d’une suite arithmétique raison I = 2
Uy=2et U, =U,+Nr=2+2n=100 =n=49
(49-0+1)
S, =——=
2
C)Suite géometrique :(un)nel géométrique si et seulementsi: U, =qu, vnel ;

6) la raison d’une suite arithmétique est : r =

S, (U, +U,g ) =50x50 = 2500
(Uy+U, ) =50x51 €t f(~1) =50x50-50x51=-50

q s’appelle la raison de la suite.
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Si (un )nel est une suite géométrique de raison g et si p est un entier naturel alors :
1)un:qnipup vnEI 2) upflxup+l:(up)2

3)S, =U, +U; +U ,+.tU ,+U  +U,

p+1 p+2

) ) 1_ n-p+1
Sig=1alors: Sn:(n—p+l)up et Sig#1alors: S”:uplq—q

: o (g o, u /U .
4) la raison d’une suite géométrique vérifie: " " =—> donc: = n-p —u” sig=0
u
p

p

Remarques :1) Siona: Vv, =€™

Si (u, ) est une suite arithmétique de raison r alors (V,, ) est une suite géométrique de raison ¢ =€’
2)Siona: v, =In(u, )et U, >0

Si (U, ) est une suite géométrique de raison ¢ alors (V, ) est une suite arithmétique de raison r = In g
3) Si (u, ) est une suite arithmétique de raison r alors : (kxu, ) est une suite arithmétique de raison k < r

4) Si (un )nel est une suite géométrique de raison q alors (k xun) est une suite géométrique de raison q

. nd+n 1-

5) Si U, =an+b+q" alors: S, =U, +U, +...+U, , +U = ag+(n+1)b+%
6) La limite d’une suite polynome est la limite de son plus grand terme

7) La limite d’une suite rationnelle est la limite du rapport des termes de plus grand degré

8)lim|u,|=0< limu, =0

9)Si (un )nel est une suite convergente alors elle est bornée et la réciproque st fausse

10) Toute suite croissante et minorée par son premier terme et toute suite décroissante est majorée par son
premier terme

S , P . u+u,+..+U
10) Théoreme de Césaro : Si limu_ =L eR alors lim 2—=2—~ "1

nN—+0 n

=L

11)Si (un ) est une suite convergente alors tout suite extraite (U(p(n) ) de (un ) est convergente est converge

vers la méme limite en particulier (U, ) et (U,,,).

et si on montre que (U,, ) et (U,,,, )ne converge pas vers laméme limite alors (u, ) diverge (bon)
Q41. Concours de Médecine et pharmacie Oujda 2015

71 ”

On considere les suites (U, ), et(V, ), deux suites définies par 1, =Y 2 Si #21 ; v, = —5(«/5) Alors est
F03P

égalea: AO: 11,,=2(1—3”) ;BO limv,=0 ; CO limu,=3; DO limv,=-5; EO lim #,=+0

7>+ 7>+ 7>+ 740

"
Solution : On remarque que : lgg v, = lim —5(\/5) =—0 car 2 > 1

#—>+0

— B[O fausse et DO fausse

11—12 71 1 V4 1 0 1 1 w1
””_237: [3_} - (3—) +(3_j + +[3—] ] Somme des termes d’une suite géométrique raison
=0 =0
71 1—[;) 3 { ” p ”
q==donc: » =) = =2 :2_(1_(_j ]: [ _(_j }
3 " 4 1 2 3 3
=0 1
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. (1Y :
Par suite : lim #,=3 car llm(—j =0 (0<§<1) On doit donc cocher CX

#—>+0 #>+0

042 : Concours de Médecine et pharmacie Oujda

#=35
La somme S= Z # estégaled:
=0
A O 14512 B O 16510 cO14910 DO 14215 E O axlre
. 1 1 )
Solution : Remarque : 1% + 2% +...+ #* = s )6(2”+ ) ¢’est une somme usuelle a connaitre
=35
S= Zkz —1% 4+ 2% 4. 4+35% = 35(35+1)(70+1) _ 35x36x71 —35x6x71=14910
s 6 6
On doit donc cocher C[X
0Q43. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie
V=51
Soit le produit 2, =] J(#+1)" et vneN" alors:
=1
i ] sl
2 72 2
AO 2 =(z+1)" BO LB =(n+1) cO 2 =(n-1) DO 2, =(#n+1)
E O Autre

. +1 \ :
Solution : Methodel : Remarque : 1+2+...+ #= ”(”2 ) c¢’est une somme usuelle a connaitre

f=u /1(/1+1)
2, =T [(ret) =(msa) x(m+1) () = (1) 2" = (1) 2
ya
On doit donc cocher EX autre
=1
Methode2 : On procéde par elimination des réponses : 2 = H( w1 =(1+1) =2
=1

=2
et Z=[[(n+1)"=(2+1)"x(2+1)" =3x9=27
=1

Pour: AO Z=(1+1)" =2 = A O probablement vraie

Pour:B0O &£ =(4+4)1 = 2 =B [ probablement vraie

(At

2
Pour:COOna: A=(1-1) =0=C 0O PFaux

-1

2 0
Pour:DOOna: A=(1+1) = =2 =1 =D0OFaux

Pour:AO A =(2+1)° =9 =>AOFaux
2+ 3

: 3

Pour:BO & =(2+1) =3 =27 =B O Faux

On doit donc cocher E [ a#fre

0Q44. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie
4=2020 1

Lasomme S= Z% estégalea:AI:IO;BEH;CEII.T ; DO /-1 ; EO autre
#=0

# 7+1 . .
( ) ¢’est une somme usuelle a connaitre

Solution : Remarque : 1+2+...+ #=
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g e e ()
1
i

Somme des termes d’une suite géométrique raison 4 =

i 2 1010

5_1_(_1.)2021 _1_(_1.)2021 _1_<_1.)<_l.)2020 _1_(_1)((_1) ) _1_(_1.)(_1)1010 1+1 »
- 1—(—1') TV 1+7 - 1+7 - 1+7 1+7

On doit donc cocher BX

0Q45. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie

Soit le produn 1_['é alors: AO 2 =(#!) BO 2 =(—1)"(#)* cOo

£,=0 pOz-—(n1 EOZ=(—)"(m)

=

Solution : 4, = H £=—nmx..x0x...x#=0 (On doit passer par 0 dans le produit)
k=—n

On doit donc cocher C[X

046. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie

n_ .2
k“+5k+6
el = | [S2r8

2

o k“+5k+4
AOu =9"3 poy -2 couy-™ poy -3*% pgy -3N=°
n+4 3n+6 6n+3 n+4 n+4

Solution - O sde nar éliminatioflo N \ O k2+5k+6 02+5x0+6 6 3
olution : On proceade par elimination aes reponses : — = =—=—
SR TP P R L1k i5k+4 0745x0+4 4 2

3
Pour: A O UOZZ = A O Faux
0+4 4_2
Pour:BO U 3><0+6 6 3:>B|:|Faux
Pour:CI:IOna:un—ojL—4 — =C O Faux
6x0+3 3
Pour : DO Ona: u, =228 _5_3 — p O probablement vraie
0+4 4 2
Pour: E u0=3><0_6=—§=—§ = A [ Faux
0+4 4 2

On doit donc cocher DX

Remarquel : pour d’autre exercices si 2 propositions sont vraies on doit calculer : U ouly ... U,

_ k*+5k+6 0°+5x0+6 12+5><1+6 _3.12_9
Remarque?2 : pour cet exercice : U = H

K215k+4 02+5x0+4 12+5x1+4 2 10 5

2 2 2 2 —xX==2
ke +5k+4 O +5x0+4 1 +5><1+4 2°+5x2+4 5 9

k*+5k+6 0°+5x0+6 12+5><1+6 2° +5x2+6 9 10
Uz:H
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D) limites et I’ordre et techniques de calculs des limites :
(U)ot (Vo) €t (W), _,, des suites

1)si (u,), _,, convergente vers L et: (3N € N)(vn>N):U, 20 Alors: L>0

2) si (u,),_ et (v,),, convergentes tels que : (AN € N)(Vn > N)( V, <U,) Alors : limy, <limu,
3)si (AN € N)(Vn > N)( V, SU,) et limv, =+ alors : limu, =+

4)si: (AN € N)(Vvn>N)(V, <U,) et limu, =—o0 alors : limv, =—ow

5) si Lun réel tel que: |u, —1|<v, wn=p et limv, =0alors limu, =|

N—>-+o0 N—>+0
6) Si W, <U,<V,et wn>p et limv,=limw, =l alors: (u,) . estconvergente et limu, =
N—>+0 n—+o N—>+0
. . . sinn . cosn . (-1
7)si lim f (n)=xc0 Alors: lim = lim = lim =0
N—>-+o0 n—+o f (n) n—+oo f (n) n—+o f (n)
8)Si |u,|<M (c’est-a-dire : (u,) bornée) et limv, =0 Alors: limu, xv, =0

n

9)si 0<u,,, <ku et vn> p etO<k=<1alors limu, =0 exemple: U, =m (prendren >3 et calculer :

nN—+co

Yo 2 19 donc: Osunﬂslun et 0<<1....
u, n+l 2 2 2

n

10) si 0<ku, <U, et vn>p et 1<k alors limu, =+ow

Exemple : VneN ;U,,, =€" +u, et Uy =—2017

—2017

Onpose: V,=€" =V , =ve" v,=e°=e

n

=0V, <V, orh:evn = e® S—Vn”
Vv Vv

n n

=>0=<e*v, <v et €° >1= limy, =+ = limu, =0

N—-+0 N—-+0

E) Suite de la forme : v, = f (u,)
Soit f une fonction continue sur un intervalle I ; et (un )une suite numérique telle que

(AN €N) (vn>N) (U, €1)Si r]Iim u, =1 et fcontinueen | Alors Iim f (u,)= f (1)

n—+o0

F) limite de Suite de laforme: &" et N°

H n
1)a)si a>1 lima"=+wo Db)si -1<a<l1l nILran =0 c)sias<-1 (a“) n’a pas de limites

2) lim n® = 40 si PN’

N—>-+co

G) Suite de la forme : u,,, = f (u,) : Soit £ une fonction définie sur un intervalle I et (u, )une suite
numérique telle que :

a) festcontinuesur I b) f(I)c 1 c)(VneN)( Uy, =f(u,))

d) U, €I (donc (vn e N)( U, €1) e) (u,) est convergente

Alors la suite (u, )tend vers [ solution de I’équation :f(x) = x
H) Les suites adjacentes :
1) Deux suites numériques (u, ) et (V,) sont adjacentes si :

a) L’une est croissante 1’autre est décroissante.
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b) limv, —u =0
2)Si (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes et (u, ) est croissante et (V, ) est décroissante alors
(vneN)( U, <V,
) Les suites de la forme : Etude : U,,, =au, +b
1)U, =au +b
a) Si a =0 lasuite est stationnaire.
b) Si a=1 la suite est arithmétique de raison : r =b
c) Si b =0 la suite est géométrique de raison : q=a
d) Si a=1let b=0 la suite n’est ni arithmétique ni géométrique

On peut définir une suite géométrique 3(Vn) v, =u, —I deraison: g=a avec: | :1—(solut|on de
-a

1’équation : X=ax+Db
etsi -1<a<letb=0ona: limu, =1 etsia>1etb=0ona: limu, =sign(y,)xo
n—>+o0

n—>-+oo

2) un+l :aun +b ;a?'-'l
b
N0 l-a

a)Si a>1lalors: limu, =4

N—>+o0

Pour déterminer la lim u_On résout I’équation : X = a@X +b sasolution est : & =

-si Uy > et (u, )est croissante alors : lim u, = +o0

N—>+w0

-si Uy < et (u,)est décroissante alors : lim u, =—0

n—+oo

b)Si 0<a<lalors: limu, =«

N—+o0

-si Uy > @ alors (u, )est décroissante
-si Uy <« alors (u, )est croissante

c)Si -1<a=<0 alors: limu, =« et (Un) n’est ni croissante ni décroissante

n—+co

d)Si a<—-1et Uy #Za alors: lim u, n’existe pas

N—>-+o0

047. Exemplel : (2)Médecine Oujda : 2013-2014

1
VneN; unﬂzzun +letU,=—2etv,=u,—2
Laquelle des propositions suivantes est vraie :

A) (u,) est décroissante B) lim u, :% C)(v, ) est une suite arithmétique de raison : r =

L B u—2i4l)
2n—2 un_ + (E]

Solution : l)ulzé("—2)+1=0>u0 et a:%>u

N |-

D) VheN; Vv, =—

0

A) (u,) est décroissante = (A): faux
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1 I I
C) |=E|+1C>|—E=1<:>§=1<3|=2 donc : automatiquement(v, ) : v, =u, —I =u, —2 est une suite
1 1Y 1Y 1 1 :
géométrique de raison : { :a:E et donc :V, :VOX(EJ :—4x(5) :_ZZXFZ_F :>(D):Vra|e

fin les autres sont faux

N—+o00 n—+oo

1Y’ )
Remarque : PUisque :un :Vn +2 alors: un :2—4(5) et Iim Un = Iim 2—4[%j = 2

048. Exemple? : () Médecine Oujda

1 3
vneN; U, =—§un+1 et U, =1etv,=U, 7
Laquelle des propositions suivantes est vraie :

A) (un) estcroissante B) limu, =1 C) (Vn)est une suite géométrique de raison : 4= §
N—+co

D) VheN,; v, =— 1n E)un:1 1 +3
4x3 4 3

i 3 _ 1 _ 3
Solution : 1 est solution de X = —§x+1 donc : (bon) automathuement(vn) cv.o=u, —l=u, 32 est une

suite géométrique de raison : 4 =a= 3

A) a= —% <0 (Un ) est n’est pas monotone = (A) . faux

3
B) lim u, =1 sila limite existe c’est 1 = (B)I faux

n—-+o0

. , ) 1 ) 3 .. .
Remarque : en appliquant le résumé : -1< <h 0 alors: limu, = n et (U, ) n’est ni croissante ni

n—+owo

décroissante.
1 1
C)(V, ) est une suite géométrique de raison : g = 3= (C): faux car a=q= 73

1 n+l 1 n+1
D) VneN; v, =v0x(—§j :4x(—§j = (D): faux
11 1Y _ o
E) U, =2K—§) +3} donc : automatiquement :>(E) ‘Vraie

049. Concours de Médecine et pharmacie et Médecine dentaire : 2023-2024

(un)nzzest une suite définie par ﬂ”=(1—2izjx[1—3izjx...x[1—%] Si #>2:

Alors lim #, est égale a :
#—>+0

1
AlO:1 :BOO : CO +wo ; DDE;EI:lLalimiten’existepas

) 1 1 1 2°-1) (3*-1 o1
SOlutlon:11,,=(1—?jx[4—3—2jx...x(1—;):[ 7 ]x[ pe JXX[TJ
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2(2—1)(z+1)x(3—1)(3+1)>< X(ﬂ—1)(li+1)_1><$><2><4x$x5 y (n-2)n x(11—1)(;z+1)

” 2% 32 Va C2x2 3x3 4x4 (n—1)(n—1) nxn
1 +1 . 1 . +1 1 1 .

u,=—x22Z et tim u,=—x lim "= ="x1== On doit donc cocher D [
2 /4 #—+0 2 w0 g 2 2

050. Concours de Médecine et pharmacie et Médecine dentaire : 2023-2024

. L A1 1
Soit :(u,) , et(v,) , deux suites définies par : #, Syttt ein(v,) =2

Choisir labonne réponse : A O : lim #,=1 et limv,=In2 BO: lim 11”=1 et limv,=In2

#>+0 #>+0 #—>+0 #+0

cO: limu,=2 et limv,=1 DO: limau, —1 et imv,=2 EQO: limu,=1 et limv,=2

#>+0 #—>+0 #—>+0 #—>+0 #—>+0 #—>+0
1 1 1 1Y , .
Solution : #,=— 5t +— =| — — | somme des termes d’une suite
2 2 2 2

( J

1
2

N\A

s

In2

1 1
geometrlque de raison : 7= E et #,= E

1-

. 1
Donc : lim #,=1 car: —1<E<1 et comme : V,,Z/”

#—>+0

Donc : lim v,=v,=2"* =2 On doit donc cocher E [X

#—>+0

051. Concours de Médecine et pharmacie 2013-2014 Oujda :
Choisir la bonne réponse

: Si * 1 1 1 e #+3
AO:Si #eN ; 1x2x3+2><3x4+'"+;z><(;,+4)x(,,+2)_4(,,+4)X(”+2)
2
* 7 1
BOSi #weN" : #+23+..+4 = (”4+ )

71
COsi #eN' Z o" ;0(“#}
71

DOSi #eN" et S, = Z; alors lim S5,=0

#—>+0

EOSi #eN et #22 alors : 1!+ 2/+..+(#—1)! > n!

Solution : On procede par élimination des réponses :
Pour : A 0 : Methodel
1 1 2+3

SUr=28 s 2x3x4 4(2+1) (2+2):A|:Ifaux

Méthode2 : On a : et on détermine les nombres : #z ; s ef ¢

1 a_ b ¢ 1 1 1 1
=—+— Et on trouve que : =t~
2 wx(n+A)x(n+2) 20 n+d 2(n+2)

wx(n+d)x(n+2) n w+d
)4 1 1/11 1/11Il+11 1n+21
) o R LR ik ki

n2

A A AN A N 4 A 1 A3 g
2 4 25k 2 Sk oaid 242k 2(nt) " 2(wr2) 4w t)(nt2)
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w1
) . 1 1 1
. . = | 414+—
Pour:COSi #eN ;10’5 90[ +10”]
Pour : C O : Méthodel
1+1 1+1
) 1 1 1 1 1 111 11 1 1 1
= . —_— —_— /I _— | = — —_— _— /l R
Si w=1; Ligof " 107 " 100 et 90( +101) 2010 900 et ;10k¢90[ +101) =C O faux
1

#+1

1 4| 40| 1 1
Méthode?2 : 27=—2 —1(1) =—0(1——”] —C O faux
= A S R AT

10
Pour: EOSi #eN et #> 2 alors :1!+2!+...+(/1—1)!2/z!
Si #=2;1!>2! =E O faux
On doit donc cocher B X

(n+1)? [ﬂ(,m) ’

7 .
Remarque : P2 +..44° = = ] ¢’est une somme usuelle a connaitre

4 2
: u,+b ) ax+b
J) Les suites de la forme : Etude : U,,, = et Uy donné; c#0; f(X)=
cu, +d cx+d
ad —bc
lcas: = f'(X)= =0 = (u,) est stationnaire ad —bc =0 :
cx+d
. ax+b
2cas : ad —bc #0 : 1) On résout I’équation : X =
cx+d
a) Si I’équation admet une seule solution : | on peut définir une suite arithmétique :
(v,) L Geraison: F=Y, -V, « d | |
V): V,=—— deraison: ' =V, =Vy=——c¢tdonc: limu_=
" "ou - 0 a+d N "
1 : , .
etona: Vv, =V,+nr = u, =V—+| ; limv_==+oo (dépond de )etdonc: limu, =I
n
3u, -4 2
Exemple : U,., = et Uy =3 etv, =
u, -1 u,—2
. 3x-4 2
Solution : x=—1<:>x(x—l):3x—4<:>x2—4x+4:0c>(x—2) =0 x-2=0x=2
X_
L’équation admet une seule solution : | =2 on peut définir une suite arithmétique :
) 1d'r’2C21d ) 5 o arithméti
V)W, = eraison: ' =——=_—=1etdonc: v, = =2W, est une suite arithmétique
" " u -2 a+d 2 "ou -2 " a

deraison: r=2r'=2: limu,=2

n—+o0

. e T u, —I
b) Si I"équation admet deux solutions : |, # |, On peut définir une suite géométrique : (v,) : v, = u“ Il
n- "2

_ v, cl,+d Lv, -1, N

etderaison: 0 =—= etdonc: U, =2"—L et v. =v,q

Vo C|1 +d v,—1
-Si —-1<qg=<1alors: limv, =0 = limu, =1,
n—+w n—>+oo

Sigs=1alors: limv, =400 = limu, =1,

n—+oo n—+oo

-Si g<-1alors: (Vn)n’a pas de limites et donc : (un)n’a pas de limites
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-Si =1 =(v,) eststationnaire = (u,) est stationnaire
, ad —bc
Remarque : pour la monotonie de (u, )= '(x)= ad
1) si:ad —bc >0 =fest croissante sur | alors la suite (u, )est monotone.
Plus précisément :
@ sSi U, <u, alors (u, )est croissante.

@ Si U, 2U, alors (u,) est décroissante.

2) Si f est décroissante sur I’intervalle | alors les suites (u,, )et (u,,., )sont monotones de sens contraires

(I’une croissante 1’autre décroissante !!)
Q52. Exemple2 : () Médecine rabat 2014

_ _un_
u”“_4—un et U, =0 et vn—u 3 et w =Inv,

n

Répondre par vrai ou faux devant les propositions suivantes :

1)VneN; v, = 3 2) (W, ) une suite arithmétique
3)VneN; In(vyxv,x..v,)=—(n +1)(n+2)|n(\/§) 4) (u,) est convergente
3 3 3 2
ion: U =——: f(X)=—  X=——=x"=4x+3=0
Solution : U, T ( ) A_y A_x

n

= L’équation admet deux (I, =1)= (1,=3)

=V, =—"— : (V,) une suite géométri uederaison'q—ﬁ—r’lﬁd—él—_?’—1
"u -3 " g a "y, ch+d 4-1 3

=V, =v0><(1) =£>{Ej = 11 = (1): vraie
3 3 3 3"
1
2)On w, =Inv, et puisque (Vn)une suite géométrique de raison : ng alors : (Wn) une suite arithmétique
: 1 A
de raison : I = In(gjz—ln(3) = (2):vraie

3) In(vy xv, x..v, ) =In (V) +In (V) +...In (v, ) =Wy + W, +...+W, et (W, ) une suite arithmétique de raison :
r=-In(3)
~IN3-In3—(In3)n _ (In3)(n+1)(2+n)

W, + W
"= (n+1
(n+1) > >

In(Vy %V, %..v, ) =(n+1) = (3):vraie

. 1 .
4) (u,) est convergente = (4):vraie Puisque: —1<q= 3 <lalors: limu, =1, =1

Nn—+oo

053. Exemple3 : () Concours de Médecine Marrakech : 2014
Choisir la bonne réponse

. Su, S) e .
vneN’; U, = 30 5 et u =letv, =u— : (vn)une suite arithmétique de raison

n n

1 1 1
1) 3 2) 3 3) (Vn)n’est pas arithmétique 4) 3 5) 2
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5u oX 5x )
Solution : u,, =—7" - X)= - X= < 3X :0<:>X20:>1" tion admet une
LT =515 3x+5 cquation admet u
\uti . =0 , , 1 1 thmétiaue de rai " 2C 6 3
solution unique : = V). VvV, = = — est arithméetique de raison : - =" ==
e: (1=0) = (h) u,—1u, | a+d 10 5

5 3
etdonc: V, = oot aussi est arithmétique de raison : I = 5><g =3 =(4):labonnereponse

n

fu, +3 ot 7 ot v u,-1
Uy =— =
u+7 % 3 " u +1

n

Exemple: U, =

. ' ax+b
Autre cheminement : On résout I’équation : X = Xt d

et soient, et gses solutions s'ils existe

1)Si (u, ) est convergente alors : lim u, =aou g

nN—+o0

2)On détermine : lim u, & partir des remarques sur (u,)

nN—+o0

K) Les suites de la forme : Etude : Uy =aetu,,, =(u,)’ ;peN et p>2

1)Si a1 alors: (u, )est croissante et lim u, = -0

N—>-+o0

2)si 0<a<1alors (u,)est décroissante alors : lim u, =0

n—+o0

L) Les suites de la forme : Etude : U, =detu ,=%{u, ;peNetp=>2
1)Si a>0alors: limu, =1

N—>+o0

2)si 0<a<1alors (u,)est croissante

3)si a=1 alors (u, )est décroissante

M) Les suites de la forme : Etude : U,,; <KU et 0<k <1
Si U, >0 alors: limu_ =0

N—-+o0

(n)

N) Les suites de la forme : v, = unf avec (un )une suite strictement positive

n
p . . . . |
Pour déterminer lim u, On utilise la relation: vV, =€ ") Exemple: U, =n etv, = (1+ ij

N—-+o0 n

O) Les suites de la forme: y =2 +: avec : (a;b;c;d > 0) et (d >c) : Pour déterminer lim u, on
Cn 4 n Nn—+o0
N , } , . n n n
factorise au numérateur par b" et on factorise au dénominateur par d" . Exemple : y = 43
2n _5n+1
cosP(n :
P) Les suites de la forme : U, =—( ) etu, :M alors: limu,=Ilimv, =0
nm N—>-+oo n—-+oo

Q) Les suites de laforme : y_ = ﬁ eta>0
a

-Sia>1lalors: limu, =0

N—-+o00

-Si O0<a=<lalors: limu =+ Exemple: U, =
1D, Un P (0,3)"
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R) Etude Des suites récurrentes de la forme : u,,, = f (u, )
Voici une méthode générale pour étudier une suite récurrente (u, )définie par Uy =2 et u,,, = f (u,) avec f

une fonction définie sur un intervalle |
Définition : Une suite (u, ) définie par : U, =a et u,, = f (u,) avec f une fonction définie sur un intervalle

Exemple : Soit la suite (u, ) définie par : Uy=0et u, = f(u,) ot f(x)= 3X+22
X+
U, +2
Donc: U, =—"— et U,=0
Pou 42

« Etape 1 : Etudier la fonction f sur son ensemble de définition (monotonie, croissance,)

« Etape 2 : Résoudre I'équation aux limites possibles | = f (I). En effet, si la suite (u, ) converge, sa limite
sera solution de cette équation.

« Etape 3 : Déterminer un intervalle | stable par f sur lequel f est monotone, et tel que U, € | . On sait alors
que U, €| pour tout n>0. Souvent, c'est le tableau de variations de f qui donne la réponse.

Il a des cas ou on ne peut pas y arriver pour Uy, mais ou c'est vrai pour U, ou U,.

Par exemple, si U, =UZ et Uy=-2, alors U, =4 est dans I'intervalle [0, +oo[ qui est stable

par X+ f(X)=x2, et sur lequel cette fonction est croissante.

« Etape 4 - premier cas : la fonction f est croissante sur | .
Dans ce cas, la suite (un )est monotone sur | . Son sens de monotonie est donné par le signe de U, —U, : @

Si Uy <U; alors (u, )est croissante.

@ Si U, 2U, alors (u,) est décroissante.
On conclut alors souvent de I'une des 2 fagons suivantes :
» On arrive a prouver que (un )est bornée (parce que Il I'est par exemple). Dans ce cas, on applique le

théoreme de convergence des suites croissantes majorées, et on détermine la limite grace a I'équation aux
limites possibles.

> On prouve que (U, )est croissante, et on sait que Uy est supérieur strict & toute solution de I = f ().

Alors f ne peut pas converger, sinon sa limite vérifierait | > u, et ne pourrait pas étre solution de I'équation

aux limites possibles. Et une suite croissante qui ne converge pas tend nécessairement vers +oo.
« Etape 4 - deuxieme cas : la fonction f est décroissante sur | .

Dans ce cas, onpose: g = fo f , g quiestcroissante sur |, puis V, =U,, et W, =U,.;. Alors (v, )et (w,)

vérifient la relation de v,., = g(v,) et w,, =g(W,)), avec g croissante sur l'intervalle! . On se rameéne donc
a étudier les suites comme dans le cas précédent.
Rappelons que la suite (u, )converge si et seulement si(V, ) et (W, ) convergent vers la méme limite.

Théorémel : Soit f une fonction définie sur un intervalle I et (un)une suite numérique telle que :a) f est
continue sur I b) f(I) =1 ¢) (vn€N)( Uy, =f(u,)) d) Uy €I e) (u,) est convergente
Alors la suite (u, )tend vers [ solution de I’équation f (X )=Xx

Théoréme2 : Localisation du point fixe ( f (x )=x )
Soit f une fonction continue sur I. Supposons que le segment [a, b] est stable par f ¢’est-a-dire
f ([a, b] )c [a, b] Alors f possede un point fixe dans I’intervalle [a, b].
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Méthode : u,,, = f (un) ; Supposons que f est continue et strictement croissante sur un intervalle | et

Upel et (un)est convergente alors pour calculer lim u_on résout I’équation f (x ):x

nN—+o0

Si I’équation f (X )=X admet une seule solution : |, alors: limu, =1,

N—>+o0

Si I’équation f (X )=x admet une 2 solution: L€l et I, ¢ I (L #l)) alors: limu, =1,

N—>-+o0

Si I’équation f (X )= admet une 2 solution: L€l et el (1, #1,) alors : on utilise le signe de la suite ou
la monotonie pour choisirentre : |, et 1,

Théoréme3 : Supposons que f est continue sur un intervalle | et f (I )cl etUyel

1) Si f est croissante sur | alors la suite (u, Jest monotone.

Plus précisément :

@ sSi U, <U, alors (u, )est croissante.

@ Si U, 2U, alors (u,) est décroissante.

2) Si f est décroissante sur I’intervalle | alors les suites (u2n )et (u2n+l) sont monotones de sens contraires
('une croissante 1’autre décroissante !!)

Et s’ils sont convergentes on a alors : leurs limites respectives : | et | sont tels que :

f of (I):I et f of (I'):I’

Remarque : Il est faux de dire que f croissante donne (U, )croissante

. . i 2u, +1
Exemplel : Soit la suite (u, ) définie par: U, =@ avec: =1 et U, = s
n

1) Montrer que 1<U, : VneN
2) Montrer que la suite (u, ) est décroissante

3) En déduire que (u, )est convergente et Calculer la limite de la suite (U, )
Solutions : 1) Méthodel : sans utiliser la fonction associer
Montrons que 1<U,,  vneNfse

1étapes :n=0ona: 1<U, car 1<«

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : Hypotheése de récurrence :

Supposons que : 1<U,
3étapes : Montrons alors que : 1<u, ,; ??

Remarque importante : on peut essayer d’écrire : U, ; Sous une autre écriture pour pouvoir faire des

, a,+1 2(u,+2)-3 2(u,+2) -3 3
encadrements : u,,, = = = - =2-
u, +2 u, +2 u,+2 u,+2 u, +2
Ona:1<u, donc:3<U,+2 donc: L Sldonc: =3 >—= donc: ——>-1
t2 3 u,+2 3 u,+2

>1 ponc:1<u,

Donc: 2+
+2

n
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Méthode?2 : utiliser la fonction associer

u,+1 _ 2% +1
= Y =f (u,) Donc: f (x)= XX++2 Df =R—{-2}

Ona:1<u,: WneN donc: | =[1+oo]

n+1

Etude des variations de f : f ’(x):(zx +1) __3 >0
X +2 (x +2)
Donc : La fonction f est strictement croissante sur Df =R —{-2} donc sur: | =[1;+oo[

Le tableau de variations de f sur | = [1; +oo[

r |1 +4oo

flx) l,f”?

f(l)c |
Montrons que 1<U,  vneNosse
1étapes : n=0ona: 1<U; car 1<a Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : Hypothése de récurrence : Supposons que: 1<U,
3étapes : Montrons alors que : 1<u, ., ??
Ona:1<u, donc: f (1)<f (u,) car f eststrictement croissante sur : | =[1;+o0]
Donc: 1<uU,, CQFD
2) Montrons que la suite (u, ) est décroissante ?22?
Remarque : La fonction f est croissante sur: | = [1; +oo[
Donc : la suite (Un )est monotone. Mais on ne s’est pas s’il est croissant ou decroissant
Siona: U,=a parexemple: U, =1 on calculera: U, =?
@ sSi U, <U, alors (u, )est croissante.
@ Si U, 2U, alors (u, est décroissante.
Mais ici dans I’exercice : U, =N 'est pas fixé
Etude du signe de : U,,, —U, =7 Cela revient aussi & étudier le signe de : f (x )—x =7?
()= = 2X 2 2X +1-x (x +2) _ —x 2 +1:1—x2 _ (1-x)(1+x)
X +2 X +2 X+2 X+2 X +2
Si x el =[L+o[ < x >Ldonc: f (x)-x <0< (x)<x
Ona:1<u, donc: f (u,)<u, donc: U, <U VneN

Donc : la suite (U, ) est décroissante

f(x)—x=0<:>W:O<:>l—x=Oou 1+x=0<x=1ou x=-1
_|_

Maisona: 1<U, donc: limu, =1

N—>+o0
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054 : Concours de Médecine et pharmacie 2018-2019 FES

On considere la suite numerique (Un)neny définie par :
Up=10001et vneN : », , = 22°"® alors la limite la suite (Up)nen est :

77

AO lim x,=1 BO limxz,=0 CO limu,=+0 DO limu,=—o E[ # evise pas

7—>~+0 7—>+00 H—>+0 H—>+0

Solutions : Méthodel : »,, , = %%

b4

2018 20187

2, = 23°"% = (1,0001) == (1,0001)

2018 20182

2018
= w, = 7% —((1,0001)*"* )" —(1,0001)

- 2018”
De proche en proche on vérifie que : = #,, = (1,0001 )

. . . 2018”
Puisque : lim 2018” = +oo car 2018 =1 et 1,0001 > 1 alors : lir (4,0001) = 400
77—>—+0

#—>+00

= C O la bonne réponse

Méthode2 : »,,, = 220" : Uy =1,000L et u,,, = f(u,) o0 f(x)=x>

f’(x)=2018x""" >0 sur 1 =]0;+oo[

Donc : La fonction f est strictement croissante sur | :]0;+oo[

f(X)—x=x" —x=x(x*"-1) ;

f (x)—x=0<:>x(x2017 —1):0(:>x2°17 —1=00ux=0<=x*"=10u x=0<x=10u x=0

Etudions le signede : f(x)—x ; X' -1>0< x*" 21<x>1

aT ] 1 H.l;iil +x

| +

20071 — Ib +

flxy—r ill — qr e croissante

Donc : la suite (Un)neN est : strictement croissante car U, € ]O;+00[ et f(x)—x=0etpuisqu’il n’y a pas

de point fixe alors C O lim #, =+

7>+

055. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie

On considere la suite numérique (un)neN définie par :

U =099 et VNeN : »,. , = 22°%% alors la limite la suite (Up)neny est :

77

AO lim x«,=4 BO lim «,=0 CO limu,=+0 DO limu,=—~ EO # exise pas

7—>+0 7—>~+00 H—>+0 H—>+0

Solution : Méthodel : #,,, = #29%*

1

[14 :”3022 :(0/999)2022 :(0/999)2022
2022 2
3”2:14022:<(0/999)2022) :(0/999)2022

De proche en proche on vérifie que : = #,, = ( 0,999 )’20’22

. ] ” . 20227
Puisque : lim 2022” = +oo car 1< 2022 et 0 < 0,999 <1 alors: lim (0,999) =0
77- lo'o]

7—>+0

= B O la bonne réponse
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Méthode2 : »,,, = 2% ;=099 et u,, = f(u,) o0 f(x)=x**
f'(x)=2022x"* >0 sur | =]0;+o[
Donc : La fonction f est strictement croissante sur | :]0; +oo[
f(X)—x=x"—x=x(x*-1) ;
f(X)—x=0e x(x**-1)=0<x** —1=00u X=0<>x** =1ou x=0<>x=10u x=0

Etudions le signede : f(x)—x ; X -1>0<x*>1<x2>1

point fixe
T i) (L2945 1 +x
a0 + +
2211 — 1I +
flay=r fll décroissant Q 1:] +

Donc : la suite (Un)neN est : strictement décroissante car U, € ]0;1[ et f (x)— x < 0et puisque 0 est un

point fixe alors: BO lim «,=0

77—>+00

056. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie

On considere la suite numeérique (Un)nery définie par :

Uy=4et VneN : #, , = \/z/,, alors la limite la suite (un)neN est :
AO limxz,=1 BO lim~,=0 CO limu,=+c DO limu,=-o EO ' exise pas

7—>+0 77—>~+0 H—>+0 H>+0
1

Solution : Méthodel : =, , = z/,g

1

b= =)t =(a) 2] = (3 -2

1 V4
De proche en proche on vérifie que : = #, =— ( 4 )(zj

: . (1Y 1 .
Puisque : l:m(—j =0 car 0<Z<4alors: lim u,=1

7—>+0 #7—>+0

= A [ la bonne réponse

Méthode2 : #,. , = \/17,, tUp=4etu,, =T(u) ol f(x)=+x
f’(x)=%>0 Sur 1 =10;+oo[ ”

Donc : La fonction f est strictement croissante sur | =]0;+oo[

f(x)—x:&—x:&(l—\/;) ;

f(X)-x=0Vx(1-Vx)=0<1-Vx=0 ou /x =0 /x=1ou /x =0 x=1ou x=0
Etudions lesigne de: f(x)-x ; 1-v/x>0=1>x<x<1
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[ noint fixel

r o l0 Q« 4 4

1—=vT -+ [II -

y | :
j{Jj‘tF“] + Hl — décroissante

Donc : la suite (Un)neny est : strictement décroissante car U, JL;+oo et f(x)—x<O0et puisque Lestun

point fixe alors: AO lim =,=1

#7—>+0

Q57. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie

La limite de la suite numérique (Un)neN de terme général :

vneN : z,=1,999....999 ou le9estécrit n+1 fois est :

ADO B O +w cos3 DO 2 EDL99
Solution : Méthodel: #,, = 1,999....999 =1+ 0,999....999

#,=1+9%x0,411...411=1+9 x| 0,1+ 0,01 + ...+ 0,000....001

72+4 fors1 72+1 for50

1—107"

u,,:1+9><(10—’+40—2+...+4o—(”+“ )=1+[9><10_1><

77+1
#, :1+(4—107(”M))22—407(””) donc: lim #,=2 car lim 10~ = lim (—j =0

7—>+0 77—>+0 w—>+o\ 410

On doit donc cocher D ¥
Méthode2: limm z,=1,999....
77—>—+0

Onpose: /=4,999....donc: 10 x /=19,999.... parsuite: 10x/—7=19 —1

{ 18 .
Donc: 2 x /=18 ¢’est-a-dire 1 /= 7 = 2 On doit donc cocher D [X

058. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie
La limite de la suite numérique (un)neN de terme général :
vneN : z,=1,181818....18 ou le 18 est écrit n fois est:

ALl 1,19 BO ! co?? po 13 E O +o0
9 18 11

Solution : litt z, =1,181818...
- 7>+

Onpose: /=4,181818...donc: 100 < /=118,181818.... par suite : 100x/— /=118 —1
] 117 13

. — ’ AL = = =
Donc: 992 < /=117 c¢’est-a-dire : 99 y
On doit donc cocher D X

059. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie

vneN: Uyp=2,-1etUy=-1 |alimite delasuite Up,)ncy est:
A0 —© BOO c O 4w DO 1 E O autre
Solution : Méthodel:
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Puisque la suite s’écrit sous la forme : U,,; =au, +b ;a1 on peut utiliser le résumé suivant pour

b
déterminer la lim u_ :On résout I’équation : X = aX+D sasolutionest: & = 1-a
n—+oo J—

a)Si a>1lalors: limu, =4

N—>+o0

-si Uy > & et (u, )est croissante alors : lim u, = -0

N—>+w0

-si Uy < et (u,)est décroissante alors : lim u, =—0

n—+oo

b)Si 0<a<1lalors: limu, =«

N—+o0

-si Uy > alors (u, )est décroissante
-si Uy < alors (u, )est croissante

c)Si —-1<a=<0 alors: limu, =« et (Un) n’est ni croissante ni décroissante

450
d)Si a<-let U, # alors: nlirpmun n’existe pas

Application : X=2X-1<x=1

Ona: a=2>1et Uy =—1<1donc: (u,)est décroissante et lim u, =0
On doit donc cocher A X

Méthode2:Up,g =2U, =1 et Uy =—1 et Uy, = f(un) ol f(x)=2x-1
f’(x)=2>0 Donc : La fonction f est strictement croissante sur R
f(x)-x=2x-1-x=x-1; f(x)-x=0<x-1=0 < [x=1]

Etudions le signe de : f (x)—x

xr 0 —] +20

a—1 — lli +

. . i ] . ]
fla=r Hécro SSEIH.:O IIP +

Donc : la suite (Un)neN est : strictement décroissante car U, <1 et f(x)—x<O0et puisqu’il n’y a pas de
point fixe alors lim u, =—oc: On doit donc cocher A X

N—>+0

060. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie

3un+2 . . .
vheN : Uy = o etUo=0 la limite de la suite (un)neN est:
n
A0 -1 BOO cO2 obpO+4 E O autre
061. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie
u, +2 o )
vVheN: U= U +2 et U =0 le terme géneral de la suite (un)neN est :
n
2(4" -1 n 3
AOu, =20 BI:Iun:(n ) cOu -2 pouy-22 EQy-2tt
n+1 4" +2 3" 41 n+2 n+2
au, +b

Solution : Méthodel : Puisque la suite s’écrit sous la forme : U a=1 et ad —bc = 0on peut

17 ;
™ cu, +d
utiliser le resumé suivant pour déterminer la lim u,,:

nN—+c0
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. . . ax+b
On résout I’équation : X =
cx+d
1) Si I’équation admet une seule solution : | alors: limu, =1 etV, = 0 est une suite arithmétique de
n—+o0o —
n
i r=v,—-Vv 2
raison: =V, —Vy =——
P a+d
u —I
2) Si I’équation admet deux solutions : |, # 1, On peut définir une suite géométrique : (v,) : v, = u” Il
n- 2
) v, cl,+d Lv —I
et de raison: 4 =—+=—2 etdonc: u, =2"—Letv =v,q"
v, cl +d v, -1
-Si —1<q~<1alors: nlirﬂovn =0= n"jﬂo”n =1,
-Sig>1alors: limv, =400 = limu, =1,
-Si g < -1alors: (Vn)n’a pas de limites et donc : (un)n’a pas de limites
-Si =1 =(v,) eststationnaire = (u,) est stationnaire
2
Application du résumé : 1) X=———-< X2+2X=3X+2 & X2-X=2=0
. 1++/9 1-9 L +2 -1+2 1
A=(-1)"-4x1x(-2)=1+8=9>0: L= =2¢tlh=——=-1: q=-2 = ==
(-1) (-2) b2 P2 1= +2 242 4

Ona: -1<g=<1donc: limu,=1=2 On doitdonc cocher C [X

n—-+oo

2)vn=u"_|1 ;v0=u°_2=0_2=—2;vn=—2 1
u,—1, u,+1 0+1 4

2(1Jn_2 _n+2 n n
I A VR B ¢ R ) I 2T ) SN O

n =

v,-1 v,-1 a2 24(4) (4)"+2
(3

On doit donc cocher B X

) A, +2 \ \ 3x+2
Méthode2 :Uni1 = U 12 etUp=0 et Un+1:f(un) ou f(x)= 12

n
, 4 ax+b) ad-bc
f'(x)=——=>0 car:( ]z -
(X+2) cx+d (cx+d)
Donc : La fonction f est strictement croissante sur les intervalles du domaine de définition
— X2 _ —x2
f(X)—X=3X+2—X=3X+2 X2—2X _—X?+X+2 : f(x)—x=0<:>—x2+x+2=0<:>

X+2 X+2 X+2
-1+49 -1-49
A=1"-4x2x(-1)=1+8=9>0; X = 2\/_:—1 et X, = 2\/_:2

Etudions le signe de : f (x)—x
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a = —2 =1 @ — 0o
: I
) - 0+ + | +
—i24r+2 — - 0+ [:I —
. I = I
fley—x -+ - 0 @ croissante () -

Donc : la suite (Un)neN est : strictement croissante car —1<u, =0<1 et f(x)—x=>0 et puisque 2 est un
point fixe alors : alors lim u, =2: On doit donc cocher C[X

nN—+co

2) On doit choisir la valeur de : u,, en fonction de n

On procéde par élimination des réponses : a) Ona: Ug = 0

Pour: A u, =% =0 = A [ probablement vraie

2(4-1) (1-1) -
Pour:B Oy, = = =0 =B [ probablement vraie
0
4" +2 1+2

-1
P41
20-1__ 1. o—D0OFaux
0+2
2x0+1_1

0+2 2
Donc : il reste seulement 3 possibilités : A ; BO ; C O
Uy +2 3x0+2

AU = = =
b) Onpassea: U Uy +2 042

Pour: A0 y =%=1 = A O probablement vraie
2(4-1)

Pour:B Oy = i :2:138 1 probablement vraie
+

Pour:COOna: Y = =0 = O probablement vraie

Pour:DOONa: uy=

Pour:EO uy, = =0 = A O Faux

=1 2

1
3 1_Z:E¢1:>CEIFaux

Donc : il reste seulement 2 possibilités : A ; BO
3u1+2 3x1+42 5
h+2  1+2 3

Pour: A u, =22 -4.5 A0 Faux
2+1 3 3

Donc : il reste seulement B [0 automatiquement la bonne réponse car une seule réponse est vraie
On doit donc cocher BX
Q62 : Concours de Médecine et pharmacie Oujda

Pour:COOna: 4=

c) On passe a: Uz

F=u
Soit ¥, Z,éx,é’ alors: lim V, =
k_o H—>+0
AO1 B O +w cO e 0o E O autrelimite

Solution : Ona ¥, Z,ex,é'—z (£+1)—1) x,é'—Z(,éH)x,é' &!
=0 £=0
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Mais : (£+1)x4&!'=(4+1)! donc:
f=n
V= 2 (4 t)! =l = (=01 ) (2L =) (322 ) Koot (O = Tt JE )4 ((r44)! = A
0
V,=(#+1)! —0!=(#+1)! —1 C’est une somme télescopique :
f=n

Remarque E 81 =8 = 8my1 8 dans notre exercice : ¥, = > (£+1)/-#!=(n+1)!-0!
k=n

lim V, = lim (#+1)! -1 =400 On doit donc cocher B[X

#7400 #7—>+0

063. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie
Soient (u,) et (V,) deux suites définies sur N* par :

2, =1 et u,,=2u, etv,=In(u,)-In(4) VneN’

a) La suite (v, )est:

A O Arithmétique de raison 2 B OO0 Géométrique de raison -2
C O Arithmétique de raison % D O Géométrique de raison%

b) ’expression de U, en fonction de nest:

" L n
"= 4e|n4x(;j U _—11j o U\ 4e—|n4x(;j - Eemx[;j

AU 2|ﬂ2><[2

4e

. 1 1
c) Lavaleur de lalimite lim ujestégalea: AO—- BO—4 cCO4 DO-——
n—+oo 4 4

Solution : a) Méthodel : Ona: #; = 1 et u2:2\/qz2 et u3:2\/E:2\/§
Donc:Vv, =In(u,)—In(4)==In(4)==2In2 et v, =In(u,)—In(4)=—In2 et

v, = In(u3)—ln(4)=—%ln2 ; Comparons : V, —V, et vV, —V,

1 1
vV, -V, =—In2+2In2=In2 et vV;~-V,=—=In2+In2==1In2
2 2

Donc : v, —V; # V, —V, alors :Lasuite(V, ) n’est pas Arithmétique par suite: A O faux et C O faux

1

v, —-In2 1 Vs _§|n2 1

£ = =— et 2= == donc: B O faux Par suite il reste D
v,  —2n2 2 v, ~—In2 2
On doit donc cocher DIX

Methode2 : On calcul : Vv,
vml=In(un+1)—ln(4)=In(z\/I)—In(4)=In2+In(\/q)—ZIn(Z)z%In(un)—ln(Z)=%(In(un)—2ln(2))=%vn

La suite(V, ) est Géométrique de raison% On doit donc cocher DIX

b) Pour Déterminer 1’expression de U, en fonction de n parmi les réponses proposés
Méthodel : On procéde par élimination des réponses : a) Ona: #, = 1

—In 4{1]1 -2In 2x(1)1 4 4
2 2 -In2
Pour:AO U1:4e =4e =4e" _W_E_Z?&]'SADF&UX
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-1 -1 -1

: u = = =—=1
Pour: B O *1 2|n2x(1j1 4eln2 8 =B [ Faux
4e \2

1 1-1
“Indx = 1 4

2 —In4
Pour:COOna: U =4e ( J =4e™" =4eln4 =Z=1:CD probablement vraie

1

. 1 e|n4x@ 1 ezlnzx@ 1 2 2 1 1
Pour: DO Ona: = = = =—- =7 D O Faux
g 4 4 4 2777

On doit donc cocher C[X

n-1
Méthode2 : La suite(V,) est Géométrique de raison = donc : v, =v,q"* =-2In2x| =
n 2 2

-2In 2x@jn_l+ln(4)

n-1 na
Vn +1In (4) =In (Un ) < Un =g P un — e—2|n2><[2] % eln(4) = un » 4e—ln4x[2)

On doit donc cocher C[X
064. Concours de Médecine et de pharmacie Juillet 2007 Université Cadi Ayyad
Soit( #, ) est une suite Arithmétique de raison #> 0 telleque: ¥ =1 et 4 +¢5 =10

: : s 5
La raison de la suite ( #,)estégalea:AO 1 BO 3 cO % pOo2 EO-1

Solution : Méthodel : On procéde par élimination des réponses : V, =V, +nNr =1+nr

v, =1+2r et v, =1+4r Laraison >0 = EO ~1 Faux
Pour:CO r=1: v + 4 = 52+ 32 %10 = A O Faux

2 2 2

Pour:CO 7= : 1/j+v§=(£] +(2j =M—9+ﬂ=ﬂ=40 =C O vraie
5 5 5 25 25 25

On doit donc cocher CX

Méthode2 : v, =V, +nr=1+nr ; v, =1+2r et v, =1+4r

v, +1; =10 = (”+4f)2+(’/+2f)2 =10 = 167* + 87+ 1+ 47* + 47+1=10
< 202 +127+2=10 <= 54 +37r-2=0

A=3 +4x2x5=9+10=49>0 ; rlz_?’:(;/@:_ij:%:% et r2=_318/5<0 (rejeté car 7> 0)

On doit donc cocher C[X

2
Remarque : on peut remarquer simplement que : 7= ; vérifie cette équation.

065. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie

Wy =—
Soit ( W,,) la suite définie par : ;4 V7eN

W, = -1 -

4w,

La limite de la suite (W,,)estégalea:AIZlO BO1 cao po-1 Eo-1

N

1 4w, —1
4w, 4w,+0

Solution : Méthodel : w,,, =—1—
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aw, +b
cw, +d

Puisque la suite s’écrit sous la forme : Wni1 = ;a=1 et ad —bc # 0on peut utiliser le résumé

suivant pour déterminer la lim w, :

n—+o0

ax+h

On résout I’équation : X = et Si I’équation admet une seule solution : | alors: lim w_ =1

cX+d n—>-+o0

1 1 1
Application : x=—1—4—<:>x+1:—4—<:>4xz+lwr+4=0<:>(2x+1)2 =0<:>2x+1=0<:>x=—§
X X

limw, = —% On doit donc cocher DX

n—+oo

1 1 1 1 3
s Wy =—1——— =—1- =—1- =f-—=-= =
Méthode2 : ¥4 w, e e et W,,, = f(w,) ou
1 : 1
f(x)=—1——: f'(x)= >0
( ) 4X ( ) 4X2
Donc : La fonction f est strictement croissante sur les intervalles du domaine de définition
2 2x+1)°
f (x)—x=—1—i—x:—4x vax+l_ ( ) D f(X)-x=0=(2x+1)°=0 < x=—1
4x 4x 4% 2
Etudions le signe de : f (x)-x
fixe

. . . . 1
Donc : la suite (U )nen est : strictement croissante car —gzw1 s-% et f(x)—x=0 et puisque -3 est un

point fixe alors : alors lim w, = —% > On doit donc cocher DX

N—+o0

066. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie

Cocher la bonne réponse :Soit( v, ) est une suite géométrique de raison q=% telleque : ¥p =2 .Alorsla
raison de la suite Arithmétique ( #,, ) définie par : w, =In( v, )est

AO -t B0 -2In2 cO 2In4 DO In4 EO 1
In4 In4

Solution : si ( v, ) est une suite géométrique de raison q=% alors w, =In( v, ) est automatiquement

Arithmétique de raison »=In g = ln% =-In4=-2In2 On doit donc cocher B[X]

067. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie

1
Xy =—
: PP 2
Soit («V,,) la suite définie par : > ;VreN
Kot xﬁ +2

La limite de la suite (x,,)est égale a: A0 -1 BO % co0 bO \/6 EO V2
Solution : x,,, = /Ex%rz ot 4, =L et X =f(x,) ou f(x)= Zxe42
_— = P 377 0 2 n+1 n 3
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4
—X

f'(x)= % >0 sur: Jo;+»[Donc : La fonction f est strictement croissante sur ]0; -+
— X242

gx2+2 X2 —£x2+2
,’—x2+2 X = 3 ;
\/ X2+ 27+X \/§x2+2+x

f(x)—x=0<:>—%x2+2=0<:>x2:6<:>m dans Jo;+e[

Etudions le signe de : f (x)—x
point fixe

@ 0 !, @' —+=C
fl)—r o ) -

: . : 1 .
Donc : la suite (U )nen est : strictement croissante car 0 < X, =3 <6 et f(x)=x=0 etpuisque x=+/6

est un point fixe alors : alors lim w, =+/6 : On doit donc cocher DX

nN—+o0

0Q68. Concours de Médecine et pharmacie 2021

Soit ( ) la suite définiepar: #) =0 et #;, =1 et u,=

2
La limite de la suite (#, )est égale a: AOO0 BO+o cO1 DOWVZ2 ED7

Solution : «, = ”2””;”2 24 =i

7+

,+4 onpose: v, =4
Donc: < 2v, =¥, ,+ ¥, , et on sait qu’une suite qui vérifie cette égalité VZze N c’est une

Arithmétique de raison : 7= v, — ¥ =z/f —115‘ =1-0=1>0 donc: limv, =+ccetona: #, = /V,,

N—>+co

donc: limu, =+cc  Ondoit donc cocher BX

nN—+o00

On peut montrer que : #,, = \/71 car: v,=vVy+mr=0+1xnu=unun
069. Concours de Médecine et pharmacie 2020

1 2
SO|t( ) la suite définie par : #, =3 et w,., =( W,,—4) +1 ; Vu#eN

Sila suite( W,,) est convergente La limite de la suite ( W,,)est égale a :
AO0  BO2 cO1 DI:I% EO -1

. 1 2 .
Solution : #.s = 4—47 et W, =(w,—1)" +1 ; V#eN etw,="f(w,) ol
V4

f(x)=(x-1)"+1 ;Sila suite( #, ) est convergente Sa limite vérifie : f (x)

I
x

f(x)=x<:>(x—1)2+1—x=0<:>x2—2x+1+1—x=0<:>x2—3x+2=0

3+41 3-41
2

=2 gt X = >

On doit choisir entre : I, =2 et |, =1(on dit 2 et 1 points fixes de f)

=(—3)2—4x2x1=9—8=1>0; X =
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f'(x)=2(x-1)=2x-2
Donc : La fonction f est strictement croissante sur [1;+oof et f ([1; +oo[) =[f (2);lim f (x)[ =[1;+o0f

2
Mais:W0:1$[1;+oo[ alors que : #; =(W0—4)2+’I :[1—’]j +1 :1-1-’/ :ée[’l;+oo[
2 2 4 4
Etudions le signe de : f (x)—x=x*-3x+2
point fix point fixe
@ @~
y |
fley—x 0 e 0+

Décroissante
PROF/Atmani najib

Donc : la suite (W,,) est : strictement décroissante car 1<%:w1 <2 et f(x)—x<0 etpuisque 1 estun

point fixe alors : alors lim w, =1: On doit donc cocher C[X

N—+o0

070. Concours de Médecine et pharmacie 2021
Soit (tl,,) la suite définie par: #, =1 et #,,=#+u, ; VuweN

Si la limite de suite(ll,,)existe ; La limite de la suite (tl,,)est égale a :

AO!l BO +oo cOo DO -1 EO autre

Solution : Méthodel : #, , —#,= 11,,2 >0 donc:la suite(t/,,) est croissante

et Toute suite croissante et minorée par son premier terme donc : #,21 ; VzeN
Ona: la limite de suite(tl,, ) existe et si on suppose que la suite(ll,,) est majorée alors
(tl,,)est convergente vers /e R (car croissante) et puisque : #,> 1 alors par passage a la limite on a
donc: />1

et (4, )est convergente vers /e R alors : /= /{/) avec: f(x)=x2+x
Donc:/=F+/<=0=F < mais : 0 < 1 contradiction avec : /7> 1

Donc :la suite(tl,,) n’est pas majorée et puisque (tl,,) est croissante alors nlirﬂo u, =+
On doit donc cocher B

Méthode2 : #,. ,=u+n, ; VueN et gy=1etu  =f (u,) ou f(x)=x>+x
f’(x)=2x+1> 0 sur [0;+c[ Donc : La fonction f est strictement croissante sur [0;-+oo[
f(X)-x=x220; f(x)—x=0 < x* =0« [x=0](on dit 0 point fixe de f)

Etudions le signede : f (x)-x

& ]

Flay—a: 1|1

croissante
Prof:ATMANI NAJIB

Donc : la suite (Un)neN est : croissante et f (x)—x<Oet puisqu’il n’y a pas de point fixe alors
lim u, =+o0: On doit donc cocher B

n—+o0

®£+x.
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Q71. Concours de Médecine et pharmacie 2022

Soit (4, ) la suite définie par: #, € |0;1[ et #,., = f(#,) ; V#eN ; oufest définie sur [ 0,7 ] par

Jr
&) =—=——= ;0Onaalors: La limite de la suite (#, )estégalea:
f( ) J}+m mi ul ( ,,) g
1
AOO BDg CO1 DO+  E Oautre réponse

Solution : Comme le # n’est pas donné avec précision et que la réponse est la méme pour chaque :
y € ]0;4 [ on peut fixer un cas particulier pour #, qui nous donne un résultat satisfaisant ; mais qu’elle
valeur donnera #, ?

On a :si la limite de suite ( #, ) existe alors automatiquement ¢’est un point fixe ¢’est-a-dire : =7

PRI T R R IR e e e e e o e N cd
S PP 7Y PN o PN/ Y P oY PO rp

Vilt=x(N1=x-x)
Jrat-x =0 \ifi-s{t-r-x]=0 =0 ou J1-+=0 on1-1-\r=0

fl¥)-4=051x=0 on x=104 x:%e]Oﬂ[

fl¥)-x=0&

. 1 1) 1 _ 1
Si on prend par exemple : # = alors : /(EJZE et par suite : # =f(ﬂo)=/(zj=

INNIEN

1 .
et de proche en proche on montre que : #, = 2 V77 € N (suite constante)

. 1 : .
Donc: lim u, = 2 On doit donc cocher E[X] autre réponse

Q72. Préparation pour le concours de Médecine et pharmacie
(-1)"(2" +1)(n-1)
n2"

AOO BO-1 cOl DO -  EOn’admet pas de limites

(2 +1)(2n=1) (2% +1)(2n-1
Solution : u,, =( ) ( Zn)( )=( )(Zn )
2n2 2n2
(277 +1)(27-1)

La limite de la suite(tl,,)définie par :U, = est égale a:

. . . 2%l 241, 1 .2
lim n,,= lim = lim «Z270  im | 4+ —— |x lim 2 =4 x1=1
7>+ #—>+0 2”22” 7>+ 22” 21 7>+ 22” 7>+ 21

(=)™ (2™ +1)(2n) (2 +1)(2n)

Hanaa = (2n+1)2""  (2n+1)2"

2nm+1
, , (2 " +1)(2”) . 22" g 2441 . 1
lim n,, ,= lim - =~ lim — X =—lim | 1+ y
40 40 (2,,4. 1 )2 #t Hto QR 2mn+1 #—>+0

< tim 2% = _qx4 =1
n—>+0 24

On sait que si une suite admet une limite alors il est unique : dans notre exercices la méme suite admet deux
limites
Par suite : On doit donc cocher EX autre réponse
Remarque :si lim #,,# lim #,, , alors la suite : (ll,,) n’admet pas de limites
#—>+0 7>+
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0Q73. Concours ENSA 2018

.u

(tl,, ) Une suite réelle ; Si limu,,, —u, =2 alors lim — est égale a :
N—>-+o0 n->+o N

AOO BOl1 cCcO+40 DO2

Solution : Methodel : Cet exercice est une application d’un théoréme dit théoréme de Césaro :

Théoréme de Césaro : Si limu =LeR  alors lim 2% =t )

N—>+o0 n

Si on connait d’avance ce théoréme on peut répondre a la question trés rapidement en choisissant le D[ 2
comme réponse correcte.

En effet, considérons a la place de #, le terme : #,—#, , et ceci pour tout Z€ N

Commeona: limu —u _ =2ecR alors: lim (1 =)+ (U )+ 4 (U )

N—>-+0 N—>+0 n

s s .U —U U u u..u U
Clest-a-dire: lim—2——L=2c lim2-L=2c lim2-lim2=2< lim=2=2

N—+0 n n—-+0 N n N>+ N N>+ N N>+ N

Methode2 : Mais, un éléve du lycée ne connait pas ce théoréme, et pourtant s’il est malin, il peut quand
méme répondre a la question, en prenant un cas trés particulier d’une suite arithmétique de raison 2 car ce
résultat doit étre vraie pour toute suite qui vérifie : limu —-u ,=2€eR

nN—+x0

=L =2 : Théoreme de Césaro :

Soit( 4, ) une suite arithmétique de raison 2 C’est-a-dire : #, et de premier terme #, =0

Alors: #,=2#n et limu_,-u =2

n—-+0
. u . 2n
lim —=Ilim—=2
n—+o N n—>+o0 N
Par suite : On doit donc cocher D 2
Remarque : Dans les concours et puisque on ne nous demande pas les détails des solutions il est préférable
de connaitre le maximum si ¢’est possible de théorémes d’un niveau supérieur mais sinon ont doit se
débrouiller on traitants des cas particuliers
Q74. Concours ENSA 2018
__sin®n-cos®n
“mf estégalea:AOd0 O BO1 CO-oo DO +o0

N—+0

Solution : Methodel :
Remarque : Si |u,|< M (c’est-a-dire : (u,) bornée) et limv, =0 Alors: limu,xv, =0

N—>-+0 N—>+c0
. sinn-cos’n . 1 ., . 1 ., 5 1
lim ——————= lim =xsin®n— lim =xcos’n Etona: [sin®n|<1 et|cos’n|<1et lim = =0
N—-0 n e n—+w N>+
HY; 3
. sin°n=cos’n
lim———=0-0=0
n—>-+0 n
Methode2 :
- . . A2 3
sinn—cos’n| [sin?n  cos’n| _|sin’n cos®n| ‘sm n‘ ‘COS n‘ 1.1 2
- +— < +|— < + <-—4+-<Z
n n n n n | n n n nn
=2 3 H 3
sin®n—cos’n 2 .2 . SInN“n—Ccos™n
—0|<=et lim==0= lim —— =0
n n n—-+o N—>+0 n

Par suite : On doit donc cocher A 2
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Q75. Concours ENSA 2018

a) SO|t( )une suite définie sur N* par : U, —Z%
k=1
AO u2n—unzl |3Du2n—unsl c:Du2n—un<1 DO u2n—un<l
2 4 3 2
Solution : Methodel (pour les concours) : On procéde par élimination des réponses :
Ona: U = N lzj—-zlet u, = 3 iz%_}_E:E
T Hk 1 P Ek 1 2 2
3 1

2 2

Pour: n=1:u,, —U,
Donc: B O :>[ jFaux =B O Faux

cad :(%<%j Faux = C O Faux

DO :(%<%j Faux = D O Faux

On doit donc cocher AX
n 1 2n 1 n 1 n 1 2n 1 il 2n 1
Methode2 : U, =2 —= Uy U, =) —= ) —=) —+ ) —=) == -
"k T gk Tk Sk Gk oSk Sk
2n 2n 2n 2n 2n 2n
n+1<k<2n:>i<1<i:> ig lg i:i 15213— 1
2n k n+l kn+12n k:n+1k k=n+1n+1 2nk:n+1 k:n+lk n‘l':l-k:n+1
1 2] n 21 n 1 &1 1
=—(2n- n+1+1 - 2n N+1)+1)=> —< —<{—==Z —=Uu, —Uu, ==
2n( ) Zk n+1 (n+3+1)= 2n k;ﬂk n+l 2 k,zmk a T
1
b) Pour la suite définie sur N* par: U, = ZE Ona:
k=1
A|:|U210_6 BDu10<6 CDUZIOZS DO u210 <5
1
Solution : D’aprésa)ona: V#e N* Zn—UHZE
- 1
Donc : u2X2k—1 _uzk—l = E Ve N*

10 10 1 1 10
— — > —_ — >
kzll uz" uzk*1 - kz; 2 u210 u, = 2 Zl(somme télescopique)

k=1
—=u,, —1> %(10—1+1) —Uu,—1>5=u, >6

On doit donc cocher AX
076. Concours ENSA 2018 :

1 1 |
Vwe N*: U =—t——+.... — : limu S A
- On pose : U, N+l n2 Z;‘er Onaalors:: m u, est égale a :

AOO0O BOIN2 CO+oc DO 2
Solution : Methodel (pour les concours) : On procéde par elimination des réponses :
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n n n
unzZL : 1sk3n:>n+1Sn+ks2n:>isi<i:sz = sziszi

= n+k N n+k n+l Son Zntk Sn+l
13 noo1 1 & 1 noo1 1 1 n
=-— ) 1< <—DY1=_—n< <—n=>><uy <—~=+1
2ne = n+k n+1¢ 2n ~n+k n+1 2 n+1

N

1 ..
Par suite : Ve N* Z<u, <1etsi (#,)est convergente alors : ES n|Im u, <1
1
Pour : CO ESUH <1 = C O Faux

1 .
Pour : AQD et DOO Fausses carona: ES limu, <1

N—+0

Il reste seulement : BOO In 2 On doit donc cocher BX

Q77. Concours ENSA : Marrakech 2010-2011

V4
03. Soit (tl,,) la suite définiepar: #, =1 et #p1 = “— 7 Y#ueN gors:
1+ 4
AOla suite(tl,,) est croissante et tend vers +oco B O la suite( tl,,) est décroissante et tend vers O

1
cOla suite( tl,,) est convergente vers 1 DO VzeN : 5 <u,

Solution : Zyws —#, = —2— 4 My <0 >0; VueN (adé

syt — 4+”2” 2 4”/2” 4+112,,_ car #,20; Vrne (a démontrer
facilement par récurrence : pour le concours il faut le remarquer seulement)
Donc :la suite(ﬂ,,) est décroissante est minorée par 0 donc convergente

Sa limite vérifie : f (x)=x

=X X+X =Xx=0=x=0=x=0

f =
(X) X<:>1+x

La suite ( ll,,) est décroissante et tend vers O  On doit donc cocher BX]
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Formules trigo importantes :
Formules de transformations :1)Pour tous réels x et yon a :
cos (x —y) = cosx. cosy + sinx. siny (1) ; cos (x +y) = cosx. cosy — sinx. siny (2)
sin (x + y) = sinx. cosy + cosx. siny (3); sin (x —y) = sinx. cosy — cosx. siny (4)
Pour tout réel x on a :cos(2x) = 2cos?x — 1 et cos(2x) =1 —2sin?x et sin(2x) = 2sinx. cosX
1+cos2x 1-cos2x

. X . X
coszx=T et S|n2x=T cosx=200525—1 et cosx=1-2sin2—

1—cosx=25in2§ et sinx=25in§cos§ et 1+cosx=2cosz[§j et 1_cosx:23in2(gj :

sin0:25in(gjcos[€j et cos?@+sin?@=1 et1+tan’0= >
2 2 cos” 0

Formules de la tangente : Soient x et y deux réels tels que : x ;é% +kmety ;é% +kmona:

tanx+tany
1-tanxxtany

2tan x
1-tan2x

1) Si (x+ y) ¢%+kn alors tan(x+y)=

2) six¢%+ k% alors ; tan2x =

tanx—tany

3)Si(x—y)#Z + kmalors : tan(x-y)=———
) Si(x Y)¢2 1 alors (x-y) 1+tanxxtany

Les valeurs trigonométriques en fonction de : t = tan (g)

1) COSX = — i 2y SinX = 4 3) tan x = %%
) 1+t2 ) 1+12 ) 1-t2
Transformations des sommes en produits : Pour tous réels, g, on a :

sin p + sin g = 2sin (%). cos ( p;q)

sin p - sin g = 2cos (%) .sin (%) et cos p+cos q = 2cos (%). cos (%)
cos p- cos q = -2sin (%) .sin (%)

Transformations des produits en sommes : Pour tous réels x, y on a :

COSX. COSY :% [cos(x+y)+cos(x—y)]; sinx.siny= —% [cos(x+y)—cos(x—y)]
sinx. cosy :% [sin(x+y) + sin(x—y)]

La linéarisation d’une expression c’est de I’écrire sous la forme d’une somme.

io —ig . eiﬁ_e—iﬁ
€ € et sing=

on utilise la Formule d’Euler : pour tout réel 6 on a: cosg =

2i
Les angles associés : Cosinus, sinus et tangente d’angles remarquables :

V4 V4 T |7
X 0 — — - | =\

6 4 3 |2

COSXlﬁQ 1 0|-1
2 2 2

. 1

sinx [0 — QE 110
2 2 2
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., n/2
Arcs associes /3 /3
n:i[g-;r}--mn[:] & cmig-r}-ﬂn[r] 37'[/4 V3/2 )'[/4
sin 541' - e[ x] e :::=_'T‘*-i - sin 'l;—r - o] x) 571t/6 i
(3+9) /r (:-) sr/6 m /6
COR[ T - ¥ --cnE(r]) : II", ,"' :
SIr[ 7T = ¥ = simf T "-1r("_'-:::"|-_*'-.l II.-"_T_:_:-:' I.I Tt /2 -1/2 0 1/2 V32 0
| N |, -vZ/2 V2/2
[ O J
cos( 4 x) - -cosfx] e | cios] ) - comlx)
sin(m 4+ x) = =sinfz) | " 1% ________________ r sinf=x) = =sin{x} /6 -1/2 11n/6
-V2/2
e Sn/4 ik /4
41/3 5n/3
3mn/2
Transformation de a@cosx + bsinx : Soient a et b deux réels non nuls on a:
. a b . a . b
acos X +bsin x = /a2 + b2 COSX+——==5SINX | ; COSQ = et sing =
[\/a2+b2 Va2 +h2 j a?+b? Jaz+b?
Par suite : acos x +bsin x = va2+h? (cos ¢ cos x +sin gsin x)
D’aprés la formule d’addition : acos x +bsin x = /a2 +b? cos(x—¢)
Autres propriétés :La fonction : x—sinx est définie sur R, 2zn-périodique et impaire.
La fonction : x—cosx est définie sur R, 2n-périodique et paire.
Q78 :  2020-2021 Concours de Médecine et pharmacie et Dentaire
Si @ est un nombre réel alors cos® 6 est égale a:
1 1, . .
AO %(c0536’+3cos6’) B O Z(c0539+3c050) coO Z(sm39+3sm0)
DO %(3cost9—cos$6’) EO %(sin36’+3sin¢9)
Solution : Méthodel : (par élimination des réponses) : puisque & est quelconque
Pour & =0 Ona: cos’0=1
AO %(c0536’+3cos6') y %(cos(3><0)+3cos(0))=%(1+3)=% = A 0O Faux
B O %(cos30+3cos6’) :%(cos(3x0)+3cos(0))=%(1+3)=1 => B O probablement vraie
1, . .
C O (sin30+3sin0) %(sin(3x0)+35in(0))=%(0+0)=0 — COFaux
DO 1(3cos6’—c0536’) : 1(3cos(0)—cos(3><0)):1(3—1):1 = D 0O Faux
8 8 8 4
EO %(sin36’+35in6’) : %(sin(3><0)+3sin(0))=%(0+0)=0 = E O Faux
=> B [ et forcement vraie (car une seule réponse est vraie)
On doit donc cocher B X
Méthode2 : on fait une linéarisation de : cos> &
o o 0 o0 1/, .3 2, : N2 21\3
e’ +e e +e i0 i0 -i0 i0 -i0 -i0
Ona: cosd =——— donc: cos’d= :—(e +3(e”) (e )+3(e”)-(e +(e )
: | =Rl ) e e o)

00339:é<93i9 1+ 3ai20g10 | 3020 +e—3i0) _ %(esw Lo %0 +3(ei€ +e—i9)) :%( 3i0 , o-3i0 +3(ei6 Lo i? ))
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Oronsaitque: 2cos@ =e"’ +e et 2cosn@ =e"’ +e "

Donc : 00530:%(200536’+60039) :%cosBéH%cosH:%(c0336’+30059)

On doit donc cocher B X
Q79 : Concours ENSA : (une seule réponse correcte)

Le nombre tels que : COS56 est égale a :

A O cos® 8+10cos® @sin® @ +5cos@sin* @ B O cos® @+5cos’ #sin* @+10cosdsin’ 6
C O cos® @—10cos’ @sin*@+cosPsin*@ D O cos® @—10cos® #sin® & +5cosHsin* @
Solution : Méthodel : (par élimination des réponses) : puisque & est quelconque

Pour & =0 Ona: COS(5><0)=1 et toutes les propositions sont vraies
o=2= : COS ’r =cos| -2 |=—cos| Z ——ﬁ
Pour & = p Ona: 4 4 4 2

A Olescalculs = A O Faux
B O les calculs = B [ Faux
COescalculs = C O Faux
D Oes calculs = D O probablement vraie

=> D [ et forcement vraie (car une seule réponse est vraie) On doit donc cocher D [X
Méthode? : On utilise une méthode complexe

Car la méthode trigo est long (C0S56 = €0s(46+6).....

e’ =cos@+isin = (e“g)5 = (cos @ +isin§)’ = cos56 +isin 56

Donc : c0s56 = Re(e“g )5 = Re((cos¢9+ isin 6’)5) : (COS(9+ isin 9)5 =7
On utilise : Formule du bindme de Newton:acR et beR

(a+b)' =Cla" +Cia"'b" +CZa" b’ +...+C"a'b™ + Cb" et pour déterminer les C; [»2] o | 1 |2 |3 |4 |5
on utilise le triangle de Pascal : o |1

cos560 = Re((COS 0 +isin 6’)5) (on prend seulement la partie reel)

Ce tableau et appelé le
1 1 1 Triangle de Pascal.

cos568 = cos® 8 —10cos® sin® @ +5cos@sin’ 3123
On doit donc cocher DX o T e B e
Q80 : Concours ENSA 2022 : (une seule réponse correcte) 5 1|5 |10 10| 5 1
T

Le nombre tels que : COSE est égale a :
AD%JZJM/z—\/E BD%\/,Z—\/zJM/E cO %\/2+«/2+\/Z DD%\/2+\/2+\/Z
Solution : on sait que : cos2x = %

ju 1+cos2 % 1+cos™ ju 1+cos2” 1+cos” 1+£ 242
Donc : cos2— = 16 _ 8 etaussi cos2Z = 8 _ 4 _ 2 _

16 2 2 8 2 2 2 4
Donc: cosZ= =7 2+\/§=1\/2+\/§ car 0<Z<Z (cosZ s 0)

8 4 2 8 2 8

1
1+ =242 / [

Donc : coszéz 2 . _2+ i+‘/§ par suite : cos2%="#=%\/2+\/2+x/§

On doit donc cocher D [X
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Q81 : Concours ENSA : (une seule réponse correcte)
J3sinx—cosx

La limite : lim est: AOO BO 1 coz DO +w
X—)% x_z
6
Solution : Méthodel : On va utiliser de la régle de 1’hopital :
V3 3
ona: I siny—cosx _ 2 2 _,0,
PR T_r 0
¢ 6 6 6
lim 3 sin x— cosx_ lim \/_COS,r+smx _ f3x £+_: C X est la bonne réponse
6

tan x—
. . Bsinx—cosx . + I3 1 s
Méthode2 : lim = lim \[3 cos »————> et on sait que ; = = tan’”
P o P o NE) 6
6 6
6
. Bsinx—cosx . . tanx—tan% T o '
ltm—zlzm«/gcosxxlzm—z«/gcos—x(tanx) — et(tanx)=4+tan2x
PG N ot g T 6 6
¢ 6 ¢ 6
2
N g B P A e e
I 6) 2 J3 2 3) 2 3
6

Méthode3 : On va transformer : /3 sin v — cos x

N - =3+1=2

. ) . a b .
Utilisons 1’astuce suivant : acosx+bsin x=+/a2+b? [ COS X + ———=5in xj :
\aZ+h? Jaz+h2
\/§SlnX—COSX= 2| —sinxy——cosxy |= 2| cos—sinxy—sin—cosx |= 2sin| x¥—— | car on sait que :
2 2 6 6 6
sin (x — y) = sinx. cosy — cosx. siny

sin| ¥——
. N3sinxy-cosxy . [ j . z
lzm\/_—=lm2—ﬁ ; On pose /I’:x—% si #+—> 2 alors: X0

P 7
6 g 6 6

lim \/gsmx cosx limZSinX=2><1=2
Vi T X—0

A’—)Z x_z

C’est en forgeant que [’on devient forgeron » Dit un proverbe.
C’est en s ‘entrainant régulierement aux calculs et exercices Que [’on devient un mathématicien
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Résumeé de Cours sur les nombres complexes

A)L’ensemble C ; définition et vocabulaire

il existe un ensemble noté C ses €léments s’appelles des nombres complexes qui vérifie : R € C et contient un
nombre non réel noté i et qui vérifie/ i” = —1 et tout nombre complexe z s’écrit et de fagon unique comme :
z=a+ibouaetbréels

Le réel a s’appelle la partie réel de z ; on écrit : a = Re(z)

Le réel b s’appelle la partie imaginaire du nombre complexe z ; on écrit : b = Im(z)

L’écriture : z = a + ib s’appelle I’écriture algébrique du nombre complexe z .

1Soient Z=X+1iyet z' = X' +iy’ (X; y) eR’ et (X'; y’) € R? deux nombres complexes :
z=7"<x=Xety=Yy’

2) L’ensemble des nombres complexe n’est pas ordonné.

3) ’ensemble des nombres réels R est une partie de C

(VxeER)x=x+0i)et zER & Im(z)=0

4) L’ensemble iR est une partie de C , s’appelle L’ensemble des imaginaires purs :

iR={iy/y€€R}z€IR < Re(z)=0

S)RUIREC et RNIiR={0} (% :inclus strictement )

6) L’addition dans I’ensemble C est : Associative et Commutative et 0 est I’élément neutre et Chaque élément z
dans C a un symétrique appelé 1’opposé de z noté (—z)

7) Multiplication dans C est : Associative et Commutative et 1 est 1’élément neutre et Chaque élément z non nul z

dans C a un symétrique appelé I’inverse de z noté : (E ou z7)zx = 1
Z z

8)On general les calculs dans C s’éffectuent de meme facon que sur R seulement on remplace i par—1 etona:
a)zz=0<2z=00uz=0

b) z° =let (Vn € N*)( z" =z_xzx..%z)nfois

nxm

“n 1 n+m n m n-m _ _n m nm_
)z"== dz""="xz" e 2" "=2"/[2" H|\I") =1

n

n n__ n-1 n-2 1,n-2 n-1
gz —zl—(z—zl)(z +2"%z +..+727) " +2) )

1_ Zn+1
1—2z

h)ySiz#1lalors:S =1+ z' +z% + ...+ 2" = (somme des termes d’une suite géométrique)

n
n - « A
k) (Z + z, ) = E Ckz*z"™* formule de bindme de newton
k=0

Lorsque Im(z) =0, z = a est réel.

Lorsque Re(z) = 0, z = ib est appelé imaginaire pur.

B)L’interprétation géométrique et représentation d’un nombre complexe :

Le plans (P) est muni du repére orthonormé & (O; u; \7) et soit V; le plan vectoriel associé a (P).

Soit z = a + ib un nombre complexe le couple (a, b) est associé a un point unique M dans le plan (P).

1) Le point M(a, b) s’appelle I’'image du nombre complexe dans le plan (P)

2) Le complexe z s’appelle 1’affixe du point M

on écrit: z=af f(M) etonécrit: zuw=a+ib

3) Le vecteur Us’appelle 1’image du nombre complexe dans le plan (P) et Le complexe z s’appelle I’affixe du
vecteur U on écrit: z=aff(U )onécrit: Z,=a+ib

7) Le plan (P) s’appelle un plan complexe

a)L axe (O; ﬁ) s’appelle ’axe des réels

b) L’axe (O; \7) s’appelle ’axe des imaginaires

Dans tout qui va suivre le plan complexe est muni d’un repere A (O; u; Q)
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8)Les complexes z = a € R sont des nombres réels et sont représentés sur 1’axe des Réels.

9)Les complexes z = ib, b € R sont des imaginaires purs et sont représentés 1’axe des imaginaires purs.
10) Les opérations sur les affixes :

Soient u et v deux vecteurs dans V> ; M et N deux points dans le plan (P) et @ unréel ; On a :

1) aff(4) = af f(B) & A=Betaff(i ) = af f(v ) & i =

2 aff(u+v)=aff(u)+aff(v)

3 afflai) = ax aff(i )

4) af f(AB )= af f(B) — af f(A) = z5 - za

5) Soient [AB] un segment de milieul ;ona: Z, = fat?

2

B

az,+ pz,

6) Pour 2 points pondérés : G = Bar{(4, @); (B, f)} ona Z; = pour 3 points pondérés :

G =Bar{(A, a); (B, B); (C,y)} ona: z, = %A + P2y +y2c

a+p+y
7)Soient A, B et C trois points distincts du plan d’affixes respectifs : Z,, Zg et Z;
2. —Z7Z
A, B et C sont alignés & ——= e R
g —Zp

C) LE CONJUGUE D’UN NOMBRE COMPLEXE.
1)Soient x et y deux réels et z = X + iy . Le conjugué du nombre z est le nombre complexe noté z défini par :

7=X— Iy et les images de z et z sontsymétriques par rapport a I’axe des réels.

2)2eCet7eC

a)si z=Xx-+iy alors zxz=x>+y’

b)z=z c¢)z-z=2ilm(z) d)z+z=2Re(z) e zeRez=7 feiRe1+2=0

1

0) z+7 =z+7 h) zxz'=zxz" k) (1): =— si z#0
Zz

NI =
1]
N
H
o
=
TN
|~
~
N

m) (2')=(2) nez ) Az=AZ ¥zeCet VAR

D) LE MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE :

1)Soit : Z = X + iy un nombre complexe avec xeR et Y € R

Le réel positif : |Z| =X2+y2= Jzz s’appelle le module du nombre complexe z

2) Pour tous complexes z et z’ et pour tout n dans N on a :

8)[z|=|-2|=|z| " b) '=2z ¢ |z|=1=2Z=1 d)|f=0c12=0 e¢)|zx7

=[zx[z]
!
1 et L
T et |-

—H sizz0 )|z

hE

i) SiM est ’image du nombre complexe z alors : |Z| =0M

1

z

f)

—|z["si z#0 et VneZ h)|z+7|<|z]+|Z]

j) Si Aet B ont pour affixes Z, etZg alors : HEH=AB=|ZB—2A|

E) forme trigonométrige et argument d’un complexe
1)Le plan complexe est menu d’un repere (O;G ;\7) et z e C"et M(z) son image. L’argument du nombre

complexe z une mesure (en radian) de 1’angle (U;OM ) On le note par arg(z)
2)2eC’ et yelk’
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a)zeR” o argz=7[27] b)zeR™ < argz=0[27]
c) arg(iy)z%[Zﬂ] si y>0 et arg(iy)z—%[zﬂ] Si y<0

d) arg(-z)=r+argz[2x] e) argz=-argz[27]

3) Tout nombre complexe non nul z a une écriture de la forme :

z = |z|(cosO + i sinf) Ou arg(z) =0 [2m]

Cette écriture s’appelle la forme trigonométrique du nombre complexe non nul z
4) zeC* Sionaz=r(cosf +isinf) avec r >0

Alors |z| =r etarg(z) = 6 [2r] on écrit: z = [r, 6]

5)Soit z et z’ deux nombres complexes non nuls : a) arg (z x z') = arg(z) + arg(z’) [27]
[r, 61 % [, 0= [r7", 66]

b) arg (1/z) = —arg(z) [2rr] etona: 1/ [r, 6] = [1/r, 6]

c) arg (z/z') = arg(z) — arg(z’) [2r] etona: [r, 0]/ [r, 6'1=[rIr'", 6 — 6]

d) arg(z®) =n arg(z) [2n] etona: [r, 6]" = [r", n6]

e) arg(—z) = arg(z) + m [2r] etona: —[r, 0] =[r, m + 6]

f) arg (z) = —arg(z) [2r] etona: [r; 0] =[r,—6]

Z=bieiR**:>Z={b;ﬂ ; z=bieiR*:>z={—b;—ﬂ;
z=aeR"=1z=[a,0] ; z=aeR" = z=[-a7]

- *+4 T - *.
z=a-al etaeR :>z={a 2;—2} ; Z=—a-—al etaeR*:z{a«/ﬁB%ﬂ}

z=-a+ai etaeR“:z:{a\/ﬁ;%ﬁ} - z=a+ai etaeR“:z:{aﬁ;%}
z=a-aiv3 etaeR“:z:[Za;—%} © Z=-a-aiy3 etaeR*+:>z:[2a;—%z}

Z=-a+aivV3 etaeR“zz{Za;%ﬂ} z=a+aiy3 etaeR" = z= 2a;—}

’ 6

Z=a+3-ai etaeR*+:>z={2a;—%} - z=-av3-al etaeR" = z= 2a;—5—7[}

z=-ay3+ai etaeR**:z=[2a;5§} - z=a\3+ai etaeR" = z= Za%}
Remarque : z =a+bi )

Sia>0 et b>=0 pasdeprobleme z:[R;Q] cexemple: z=1+1i :z:{ﬁ;—}
Sia>0 etb<0 z=[R;—0]exemple: z=1-i :z:[ﬁ;—ﬂ

. 3
Sia<0 etb>0 Z=[R;7z—6?] exemple : Zz=-1+1 DZ=|:\/§;7Z'—£:|=[\/§;—7T:|

4 4
Sia<0 etb<0 z=[Riz+6]exemple: z=-1-i :Z={\/§;ﬂ+%}={«/§;%}

1:10107 + =
2
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082. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie

147 2021
On pose : Z_[1—j ;  L’écriture trigo de Zest :

AEIZ:P;—%} BOZ=[2;-r] CDZ{“%} DOZ=[2;0] EOZ=[#7]

Solution: 1+7 [\/_
A+s N2 7 (__] _[4.1}
Donc: =~ 24 217172

”+l' 2021 T 2021 . T A -
= Z=| — =|1;,= =| 179%1;2021= |=| 1;(2020+1)= |=| 1;10107+~ |=| 1;= |=7
1-7 2 2 2 2 2

On doit donc cocher CK
Remarque : [f;Zé'fHa] = [f;a] sir-0 et £
F)Les formes trigonométriques des racines carrées .(SM)

}ew /7 est son conjugué donc : 4—1—{\/_;—%}

-L\Ikl

1) On appelle racine carrée d’un complexe z tout complexe u tel que U ~
2) Un complexe non nul admet deux racines carrees.
3) Soit z = [r, 8] un complexe non nul ; les racines carrées de [r, 8] sont les complexes :

0
G) Arguments et interpretations geometriques :

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé(O; e]';é) et Soient M et M’ et A, B, C et D quatre

points distincts dans le plan complexe d’affixes respectifs z, z’, a, b, cetd ona:

1) ((W) arg( j[Zz] 2) (ﬁ)zarg(b—a)[Zﬂ]

;aj[zﬁ] 4) (m) arg(b )[271]

3)(@;@) = arg(g

c-a c-a
5) A(a), B(b) et C(c) sont alignés si et seulement si : arg (EJ = O[ ] ou m eR
6) A(a), B(b) et C(c) et D(d)
a-b
(AB)||(CD)Si et seulement si : — eR

(AB)I(CD)sSi et seulement si : arg(s_bj 0[27]Ou arg(a gjsn[zfz]

7) (AB) L (CD) si et seulement si : ?_3 ciR

(AB) L (CD) Si et seulement si : arg(a—_bjsz[h]ou al‘g(a—_bjE—Z[Zﬂ']

c-d) 2 c—d 2
8)Soit (C) le cercle qui circonscrit le triangle ABC, le point D appartient au cercle (C)
si et seulement si :(@;A—C)z(ﬁ;D—C)[Zﬁ] ou (E;E)zﬂ—(ﬁ;D—C)[Zﬂ]

c—-a b-d
X
b-a c-d

eR"

9) Les points A,B,C et D sont cocycliques si et seulement si :
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083. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie
le plan muni d'un repere orthonormal direct (0; % ),

L’ensemble des points #d’affixe 2 tel que: (1—2)(7+Z)eR est:
A O Demi droite B O Droite COCercle D O Demi-Cercle EDO {O}

Solution : Méthodel : on pose Z = X+iy ; (Xy)eR’
(1-2)(7/+2)=(1-2-gp)(F+x-1p)=((1-5)-p)(¥+(1-p))eR
@lm(2)=0©(1—x)(1—}/)—xy:0 S1-—p—atay—ay=0 S 1-py—-x=0 y=1-x

< y=1-x = B 0O Droite (la bonne réponse)

Méthode2 : Remarque : [z =22 ; (7+2)(~7+2)=|7+2|* R

. ) . 2
/- - 1-
(1_2)(1‘4_2)6&@( Z)("'jz)( 1+Z)€R<Z>( z)'|1+z| _
I+ z I+ z
1-z z—1 z-zy
< —1’+26R<:> 7 ce z—2zp o <R ;24=1;2, =17 (a), B(b) et C(c) sont alignés

< M; A; B alignés < Me( AB) = B O Droite (la bonne réponse)

Q84. Concours de Médecine et pharmacie 22 (une seule réponse correcte)
Le plan est muni d'un repére orthonormal direct

Soit 2 un nombre complexe et Q ; Met A les points du plan complexe d’affixes respectives : —g ;
2 et 2 tel que: 2 = ( 1+ A3 )Z+ 7 alors une mesure de 1’angle

(W;QM’)est:AD%[Zn] B 0% (2] CD—ZS—”[z;r] DO-Z[27] EDZ[2r]

: . 3
(1+|«/§)2+|+?

Solution:(W;(T\/I’)zargii“;I ::J[zn]@(m;m)zmg 2+£ [27]
3
(1+i\/§)2+i+\é§_2+2|\/§+|+\/_ +\/_+|( 3+|)_ (2ﬁ+1) oy %
2+£ N 2+£ . £ . 2\/_+ o
3 3 3 V3

Donc : (W;QM ,)E%[Zﬂ'] = B 0O (la bonne réponse)

Q85. Concours de Médecine et pharmacie 2013-2014 Oujda :
plan muni d'un repére orthonormal direct (O; 7 %) (une seule réponse correcte)

AO Im(zz):—(lm(z))2 B OISi ‘Z+t’z‘:‘2i—}‘ alors : Im(z)=1

C O Pour un complexe non nul les points 47 ; N et O plan complexe d’affixes respectives :

1
Z; < 0 sont alignés

DOSi |1+4|=|1-%Z]| alors: Re(z)=0 EOSi z=1+7 alors: 2° =—4i
Solution : On procéde par élimination des réponses :
Pour : AT Im(22)=~(Im(z))" si on arrive & donner un contre-exemple ¢’est fini :
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Par exemple : == 7":Im(z*)=Im(~1)=0 mais ~(Im(2))" =—=(1)° =-1 =>A O faux
Remarque : On peut méme le montrer : on pose : Z = X+1Y ; (x; y)eR2
Im(2?)=Im(x* —y* +i2xy) = 2xy et —(Im(z))2 =—(y) =-y? donc: Im(z2*) - Im(z)" en général
Pour : B O si on arrive a donner un contre-exemple ¢’est fini :
Sion trouve un 2 tel que IM(z) %1 et | 2+ 22| =| 27~ 2| alors la proposition est fausse

Parexemple: 2=0 :ona: |2+4|=|2/-Z|=2 mais: Im(z)#1=B O faux

Pour : D [ si on arrive a montrer que la proposition ‘ 1+ I'Z‘ = ‘ 1—15‘ est toujours vraie : c’est a dire pas de
conditions sur £ alors la proposition est fausse

|1+1’z|:‘1+_1'z‘:|1—1}| Car | 2| =‘;‘ =D O faux

Pour : D 0 On peut donner aussi un contre-exemple :

Parexemple: z=1 :ona: |1+2]=|1-2Z|=J2 mais: Re(1)#0 =D O faux

Pour: EC1; 2°=(L1+i) Z((1+i)2)3 =(2i)’ =-8i # —4i =E O faux

Par suite : C [ Vraie car les propositions A ; B ; D ; E fausses et on sait que dans le concours une seule
réponse correcte : On doit donc cocher C X
Remarquel : On peut méme montrer que : Pour un complexe non nul les points 47 ; N et O plan

1
complexe d’affixes respectives : < ; 2 ; 0 sont alignés

2, — 2 Z _
Soit ze C* ; M—2=—=77=z

= |2
Zy — o &
V3

eR

Donc : les points #7 ; & et O plan complexe d’affixes respectives : £ ; ; 0 sont alignés

Nl =~

Remarque?2 : On traite d’abord les questions qu’on trouve faciles
H) LA FORME EXPONENTIELLE D’UN COMPLEXE NON NUL :

1)Soit 6 un réel on pose : cosO + i sinf =¢"” etdonc : cos6 - i sinf =g :
Soit z = [r, 8] un complexe non nul, on a:

z=7(cosf +isinf) = re” Cette écriture s’appelle la forme exponentielle

2) Soient z=re" et z'=r%e"’

a) zz'=rr'e" ™) p) z" =r

n

ein® 0) izie—iy' d) i:Leiw*@')
e Z=re" foz=re"

. n .
g) Pour tout réel B ona: (re'9 ) = (r)n re"’

D’ou : (cos@+ising)’ =cos(nd)+isin(nd) : VN e N VO e R (Formule de Moivre)

h) Pour tout réel 6 on a: g'(2km+0) _ i@ Ve Ret VK e Z
7304”i 73X101”+”i (10172'+73Tji (7Z'+1007Z'+7;-)i (7Z'+Zji 4ii
Exemple : € 3 =e 3 =€ =€ =€ —e3

K)Le signe de : cos et sin : voir le cercle suivant :
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. e’ + .
m) Formule d’Euler : Pour tout réel 6 ona: C0S6 = — et sinf=

(e B (e B _ife_B . (e B
(v(a,ﬂ)eRZ;ei“+e‘ﬁ=e(2 Zj(e(z 2j+e [2 ZJJ_Zcos[azﬁje[z Zj

(Cette egalité nous permet de déterminer la forme trigonométrique de la somme de deux complexes de méme
module)

01+02 0+65

p p - 4 ) i A 1 _ IM
Autre formule : €7 + &% :2cos[%je( 2 j /94—292=21'sin(%je[ z )=Zsin(91 zgzje[ 2 )

0

0
/l+e’p=2cos(%Je’(z] et 1—/9=—21'sin(§jel[2j et &'-1= Zzsm(zje{z)

086. Concours Médecine Dentaire Juillet 2018
o 2 1-7
npose: 4=——
p \/E

a) L’écriture exponentielle de «# est :

. 7. .
AQa=e BOa=c*  coa=\2et poa- J_e
b) A%%est: AO-1 BO1 co-7 pO7s
Q) 1+a+d +..+ 2 est:
\/3(1—1') \/Z(Hl') \/5(4—/) 1-7
AO— Bmm Cmm Dmm

Solution : a) 71+~ =[ }eu 7 est son conjugué donc : 71— z—[«/_;—%}

oone: a2 2| [ -2 ][ h2n-2 ][ Z2] o

= B O (la bonne réponse)

l

b) ;z:[@-—ﬂ = % = [12"’2 —20124} [1;-5037 | =[1;-504r + 7 |=[1;-2%x2527 + x| =[1; 7] =1
= A O (la bonne réponse)

1 018
o) 1+a+d +.+a =1

la somme des termes d’une suite géo de raison : #=4

018 _ P01z 6 —/Ix[ 62}2_{4;_3_”4_2”}:_[4;2}z_l.
4 2 2

1+7 1+7
1+a+d* +..+ a7 = RN S — . .
1—/ /—2_(1_1.) = B O Droite (la bonne réponse)

1—-—

2
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0Q87. Concours ENSA 2022 :

2023
1 A3
est:

L’écriture algébrique du nombre complexe : (— tr—

2 2
A|:|1+1'£ BEI—1+/£ C|:|£+i DD—£+/1
2 2 2 2 2 2 2
Solution : a) 1+z’£={1;£} pry
2 2 3

2023 = 2933 3x674+1 { 67ans™ P
3(1—1—1@} :(e3l] =£em 3 J —(6(674 +3JJ —[e[3j] =1+1'£
2 2 2 2

= A O (la bonne réponse)
Q88. Concours ENSA 2022 :

Soit le nombre complexe : z= J3+7
Zestégalea: AOz BO-8z cO-16z D O16z

Solution : z=+3+7= {2;%} = 266

5 5%, e[;r—%jz’ e[/r—%jz' . T, R T, _
2 =266 =32 =32 =328"xe b6 =-32¢6 =—16x2¢e ¢ =-16z
= C O (la bonne réponse)
Remarque: &” =—1 ;& =1,; & =P =1 ; Si: z=rt” > z=re ™
089. Concours Médecine :2021-22 Dans I’ensemble C si z= 4+1(4+\/5) alors :

AD |=|=2JZcos et arg(z)s%[Z;r] BO | |- 2VZcos% et arg(=) =] 27]
CO|#|=2VZcos ™ et arg(#)=""[27] DO |2|=2VZcos>" et arg( )= 2]
EO |z|=2cos% et arg(z)z%[ZH]

Solution : #=1+41+\2 )& z=(1+7)+(A2) o z=(1+7)+(A2)

y 64+62 j

On applique : " +% = 2c05( : ;92 je[ 2

T

T
T T 7 2
lﬁ I£ Iﬁ — 4 2
z=J2e4+2e2 =2| e4+¢2 |=2J2cos 2 e

:zﬁcos(gje’m

= |z|= zﬁcos% et arg( ) z%[zn] = A 0O (la bonne réponse)

090 : Concours de Médecine et pharmacie et Médecine dentaire : 2023-2024

K
Dans I’ensemble C Si z:\/ge 8 alors:
A0 z=\/10;5‘/5—/‘/m_25‘/5 B O z:\/ZZx/E_I.\/z—x/E

2
cO »- «/40;5«/5“-\/40—25«/5 DO »- \/2;«/5+1.\/2;«/5
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EO .- J10+ 542 _l,\/10+5JZ
2 2

T, I e
Solution : On a: Z=\/§€ 8 =\/§605(§j—\/§tsm[§j = |Im(z)<0| car Si“(%j”’
Par suite = C O faux ; D O faux

Ona:|z={5 :ADO 2= \/10;5‘/5—/\/40_25‘/5 :>|z|=%\/10+5\/5+40—5\/3=%\/%=\/f_’

BO z:\/zzﬁ—i\lz;ﬁ :|z|=%\/2+«/5+2—«/_=%«/2=4¢«/§ B O faux

DO == */2*2"/5 Jrl'*/Z;‘/E —|z|=1=5 Caril représente le conjugué de B O

D O faux
On doit donc cocher A X
091 : Concours de Médecine et pharmacie et Médecine dentaire : 2023-2024

18
1 . . s
Le nombre complexe (ﬁ( 1- z\/§)j est égale a :

AO z=-52 BO--Y3_,1 cOz=524 pDO=z-21 EQO-_1_3
2 2 2 "2
. V4 1 . /4
o 1-ABz=| 2;-7 | = L(1-A3)=| V2=~
Solution : 1—#V3% { 3}: /—2( 4 ) { 3}
{ 18 '8 - 1 18
. _ rya A T2, 2 1T,
= (1-A8) | <[ imt05 = [ GBI 2 or ) 0]

18
1 .
:[—(1—1«/5)} =27 =512 L abonne réponse est C

NE)
On doit donc cocher C ¥
Formules utilisées : (cos 0 + i sin 8)" = cos(nf) + isin(nb), cos(2kn) = 1, sin(2kn) =0 ou k € Z

092 : 2020-2021 Concours de Médecine et Dentaire

Si  Z’est un nombre complexe de module /2 et d’argument %alors Pestégalea:

AO s+78/3 BO -8+ /83 cO -s-4J/3 DO s-38J3 EO 4+ 43
Solution :

Z:[ﬁ;g}:Zg:[ﬁ3;8§}:{ﬁ8;6ﬂ;27r:l:|:(\/22)4;27[+%:|:|:24;%:|=16[C0$(%)+1'5in[?jj

= 5= 16(—%“‘@} =-8+8/37 On doit donc cocher B X

Remarque : Sans faire les calculs on peut remarquer que : % se trouve dans le 2ieme cadran : donc :
cos( ?”j <0 et sm[ Tﬂj >0 c’est-a-dire la partie réelle de 2® doit étre négatif et la partie imaginaire positif

et donc 2% doit étre : —8+ /83
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093 : Concours de Médecine et Dentaire 2021-2022 Juillet 2021

.

P 2021
, est égale a :
15+71J g

AO/; BO-1 cOyv-+17 DO-7 EO?7+157
7—151'_£'X7—151'_1X71'+15 3

_ 1
- . p— - __X
Solution : Ona: 15177 7 45477 7 45+77 7

Le nombre complexe (

I.
- —7
7

( 7 —151:j2021 _ ( _I.)2021 _ ( 4 )2024 o 02 _ 2021 _ _( 2 )4040 « fe _( 4 )4040 < Fe—f
15+77

On doit donc cocher D [X

094 : Concours de Médecine et pharmacie 2017-2018 Oujda : Juillet 2018

On pose : A= 1+cos£+cosﬁ+...+c059—ﬁ et B= sin£+sin—ﬂ+...+sin9—”
5 5 5 5 5

Soit Zest le nombre complexe tel que: == A+ 2B  Alors: 2 estégalea:

AOz=0 BOz=-27 Cl:lz:%

DO z=27  E Otoutes les réponses proposées sont fausses

Solution : z= A+ 7B= 1+cosz+cosﬂ+...+cosg—ﬂ+1(sin£+sin2—ﬂ+...+sin9—”j
5 5 5 5 5 5

( V4 . . ﬂj [ 2 .. Zﬂj ( 9 .. 972')
z=1+| cos—+zsin— |+| cos— +7sin— |+...+| coOs— + 7sin—
5 5 5 5 5 5

T . 27 . 9 . T . T . 2 T . 7
—7 —Z —Z —7 —7 —7
z=1+&> +e° +..+e’° =1+ +| & +ot| &8

10 .

2t d =112 e géo de rai 5
z=1ra+a +..+a =1 p : la somme des termes d’une suite géo de raison : 4=4=¢€

10
T

=7 10" .
: . . 1-1
A= 5 _ g 5 Joan)i_ pi_ car - e(a+2,é7r)1:eaz par suite : 221_,,:0

On doit donc cocher A [X

Remarque : 2= A+ 7ZB=0 donc: A=0 erB=0

V4 27 9 . T . 217 . 97
Donc : 1+cos;+cos—+...+cos—=0 et sm§+sm?+...+sm—=0
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Q95 : Concours de Médecine et pharmacie 2022

Si: 2= &% — & avec 0<]0;x[ Alors: |7 estégalea:

AO2 BOZ2cso CO Zcosg DO 2sin0  EO Zsin%

Solution : Ona: & = cos 0 + 7sin O

Donc : z=cos(—0 )+ 7sin(—0)—cos 0 — 7sin6 = cos( 0 ) —7sin( 6 ) — cos 0 — 7sin6 = -27sin( 6 )
Donc : |z|:‘—Zz'sin(e)‘:|—Zz]x‘sin(9)‘:Z‘Sin(ﬁ)‘:ZSin(G) car sin(0)>0(0e]0;x[ )

On doit donc cocher D [X
096 : Concours de Médecine et pharmacie 2022

Dans I’ensemble Csi : arg(iz) = 7?7[[271] et |Z|=JZ la partie imaginaire de 2> est égale a :

AOO0 BON?2 co+2 po—/2 eo-2v2

Solution :
arg(iZ)E7—7[[272']@arg(i)-f—arg(Z)E?—ﬂ-[Zﬂ']@Z+arg(z)57_7[[272-]<:>arg(z)57_7[_£[2 ]
6 6 2 6 6 2
27 .
Donc : arg(z)s%r[Zﬂ] et par suite 1 z=+/2¢3

2r .
Donc: 2° =2 3 = 24264 = 227 = 22 x4+ 07 car A = P* =1

Donc : la partie imaginaire de 22 est égalea:0 On doit donc cocher A X

Q97. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie
Pour tout réel X non nul ;On considére dans Le plan complexe rapporté au repére orthonormé direct

(0:u;v) les points : A(|X|) ; B(|X|62i); C(|X|e_2i): D(—|x|e’2i)alors:

A Olespoints: A ; B; C et D sont Alignés B O ABCD est un parallélogramme
C Olespoints: A ; B; C et D sontcocycliques D O (AB)[I(CD)
EO AB=CD

Solution : Les affixes des points: A; B; C et D ont le méme module donc : |x|
Donc : les points: A ; B; C et D sont cocycliques  On doit donc cocher C [X

I) LES EQUATION DANS C :
1) Les équations de second degré : az® +bz+c=0 oua ; b etc sont des réels avec a # 0
Soit dans C 1’équation az® +bz +c¢ =0 (E) et soit A =b*-4ac son discriminant

On a: Si A =0 alors I’équation (E) admet comme solution le complexe : z = —2£
a

—b+iv-A —b—i—
Si A # 0 I’équation (E) admet comme solution les complexes : Z; = o et z,= hoivea

2a
2) Les équations de second degré : az>+bz+c=0 E)ou a ; b etc sont des complexes (2sm)

Si A = 0 alors I’équation (E) admet comme solution le complexe : Z=———

2a
_ ‘ _ -b+o -h-6 _
Si A # 0 I’équation (E) admet comme solution les complexes : Z; = 52 et ,= 22 ou & une racine

carrée de A
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Remarquel : Si les coefficients a, b et ¢ sont des réels et A <0 alors I’équation az® +bz+c =0 admet
deux racines complexes conjugué :

Remarque2 : tout polynéme non constant admet au moins une racine dans C

Remarque3 : tout polynéme non constant de degré n admet exactement n racines dans C avec leurs
multiplicités :

Q98. Faculté de Médecine et pharmacie 2013-2014 Oujda : plan muni d'un repére orthonormal direct
(O; 7 v)(une seule réponse correcte)

Pour tous 2 dans C onpose: P(z)=2z>+142°+412+68 ; 2; ; 2, ef z; sont les solutions de
I’équation : P(z) =0 tel que: z; € R et Im(z,)> Oet soient les points 4 ; & et C du plan complexe
d’affixes respectives : 27 ; 2, ef 25

A O P(z) n’est pas divisible par 2+ 4

BO 2,+23=0

C O Le triangle ABCest isocele et rectangle en 4

DO | 2,-2|=2

E O L’affixes des points A er /V tel que BCHN est un carré de centre A Sont respectivement :
Zy=—"13-57 ¢t z5,=—13+57

Solution : Pour: A : P(—4) =-128+224-164+68=0

Par suite : P(z) est divisible par 2+ 4 = A O faux

Pour: BO: P(2) =(z+4)(222 +62 +17)

—3+5i —-3-5i \
Donc: z,=—4; Z,= > et Z, = > mais: 2,+ 23=-3#0 =B [ faux
Z,—1 z,—2, -5-51 i+1 .
Pour:CO:_ A—Pf=1 2= = .=|donc:(A5’)J_(AC')
Z,—Z. Z,—1, —5+5 1-1
Z,—-1 Z,—12 AB
D’autrepart: A B :1:>M:1:>—:1:> AB:AC
Zy— 2 |2, — 2] AC

Donc : Le triangle . AZCest isocéle et rectangleen A4 = CO Vraie (finie)
On doit donc cocher C X

2 2
Pour : D [ faux : On peut le vérifier : |z, —zl|— 3+5' 5 + §
2 2 J’
Pour : E O faux : On peut le vérifier : |z, c|_2x5_5 et |z Zy|=2x5=10

Donc : BCH/V n’est pas un carré

Q99 : Concours de Médecine et pharmacie 2022 : une seule réponse correcte)

=zest:

Dans C I’ensemble des solutions de I’équation : 1
Z+

A {—1;%} BO {1+iJ§;1—iJ§} cao {11\/5#} DO {i\/§;—i«/§} E O Autre réponse

Solution : Si z # —1: 2z-1
- z+1

A=b*-4ac=1-4=-3

Prof : ATMANI NAJIB 81 Opall sl A das Iy aSif o

:zc>22—1:z(z+1)c>22—1:22+z<:>zz—z+1=0




Prof: ATMANI NAJIB http://www.xriadiat.com

—b +iv-A —b—iv-A
————— et ,=—————
2a

L’équation (E) admet comme solution les complexes : z, = 5
a

1+i+/3 —i
n 2\/_ et z, =# On doit donc cocher C X
Q100 : Concours ENSA : (une seule réponse correcte)

Soient Z; et Z, les solutions de 1’équation a variable complexe : 22—2Z +3=0

Alors: Re| & |= .. AD—Zﬁ BD2£ col po->2
z, 7 7 7 7

Solution : On pose : Z = X+ Yi avec (X; Y) e R2

22-27+3=0<(x+ yi)2—2(x—yi)+3:0<:>x2—y2+2ixy—2x+2iy+3=0

< x2—y2—-2x+3+2i(xy+y)=0 < (x2—y2—-2x+3=0)et( y=0o0u x=-1)
{x2—y2—2x+3:0 {XZ—y2—2x+3:0 {x2—2x+3:0 {1—y2+2+3:0
A ou = ou
y:

X:—l y:o X=_1

x=-1

R R N

_2 2:6 =
ou {)}(’ = {y i\/6<:21:—1+i\/§ ou zzz—l—i\/g

On doit donc cocher D X
Q101 : Concours ENSA : (une seule réponse correcte)

Soit U la solution de I’équation a variable complexe :  ZZ + 41z =—3+4i Alors:

A O Re(u)xIm(u)=2 BO Re(u)xIm(u)=1 CO Re(u)+Im(u)=2

D O U est imaginaire pur

Solution : U la solution de I’équation: ZZ +4iz =—3+4i Alors: Uu + 4iu = —3+4i
Onpose : U= X+ Yi avec (X;y) e R?

(X+yi)(x—yi)+4i(x+yi)=—3+4i & X2+ y?+4ix—4y =-3+4i

<> X2+ y2-4y=-3 et 4x=4 < y2—-4y+4=0¢t x=1<:>(y—2)2=0 et x=1

o y=2et x=1=u=1+2i =Re(u)=1et Im(u)=2

On doit donc cocher A X
Q102 : Concours ENSA : (une seule réponse correcte)

Soient Z; et Z, les solutions de 1’équation complexe suivante :
222-2(m+1+i)z+m?+(1+i)m+i=0 oy zeC et meR

1-m2 1+m?2 1-m2 1+m?2

Alors : Im(z,)xIm(z,)=... ADT BO 5 CDT DO E O autre

. 2
Solution : A=(2im)"  avérifier
L’équation (E) admet comme solution les complexes :
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2(m+1+i)+2mi 2(m+1+i)—2mi
= 2 et z,= ;

m+1+i(1+m) m+1+i(1-m)
= > et 7=

_ —m?2
Im(zl)xlm(zz):[mglj(l 2mj:1 4m On doit donc cocher C X

Q103 : Concours ENSA : (une seule réponse correcte)
Soient & un nombre réel non nul et Z un nombre complexe tels que : Z =026 +isin @cos &

Z

z

Alors - Re(z‘s)— AL cosd c0s 30 c0s 36 sin@
' sin® @ sin®@ cos® @ cos® @
Solution : Z =C0S28 +isin@cosf = cos¢9(00349+ isin 9) = cos @e"’
cos 360

2 =(cos0) e’ = Re(z*)=(cos@)  xcos30 =
2% =(cos@) " e’ = Re(z°)=(cos@) " xcos o~y
On doit donc cocher C X

Q104 : Concours de Médecine et pharmacie 2018-2019 FES
Cochez la réponse ou les réponses justes.

Q16 : L’équation #°% +20214—2022=0 alors est:

A O admet une seule solution dans C

B O admet 2023 solutions dans R

C O admet une seule solution dans N

D O admet une seule solution dans Z

E O admet une seule solution dans R
Solution : On peut éliminer une réponse :

A O admet une seule solution dans C  est Fausse : car c’est une équation de degré 2023 dans
C admet exactement 2023 solutions
Méthode pour résoudre les problémes de ce type :

Voici une démarche a suivre : Soit la fonction f définie sur R par : f (x)=x*? +2021x — 2022

On va étudier cette fonction et Dresser son tableau de variations
Bien s(r f est continue et dérivable sur R car fonction POLYNOMIALE

f'(x)=2023x*2 +2021 ; f'(x)=0<« 2023x**+2021=0< X" = —%(impossible) ; f'(x)>0

On peut remarquer que :  f (1) =1+2021-2022=0

Le tableau de variations de f :
Prof: ATMANI NAJIB

T —x 1 +x

1) -

flr) /1 r”’j
—0C

f est continue et strictement croissante Sur : R et 0 est compris entre "—oo" et "+o0"

Donc : d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires I'équation f (x)=0admet une unique solution sur R

etc’estl: leNetleZ etleR
Ondoitdonccocher CXetD[X etEX

+0
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Q105 : Concours de Médecine et pharmacie :
Cochez la réponse juste.
Q16 : L’équation 347 +44° — 1242 +4=0:
A O admet une seule solution dans R
B O admet 2 solutions dans R
C O admet 3 solutions dans R
D O admet 4 solutions dans R

E O n’admet pas de solutions dans R
Solution : Méthode pour résoudre les problémes de ce type :

Voici une démarche a suivre : Soit la fonction f définie sur R par: f (x)= 3x* +4x3—12x*+ 4

On va étudier cette fonction et Dresser son tableau de variations
Bien s(r f est continue et dérivable sur R car fonction POLYNOMIALE

fr(x)=12x° +12x* —24x =12x(X* +x—2) ; f'(x)=012x(x*+x-2)=0< x =0 0ux* +Xx-2=0 ;

-1+49 _ _ o _

X*+x-2=0:A=b’-4ac=9; X = > 1et X, > —2
Le tableau de signe :
T = -2 [} 1 0
122 — — O + +
a24r=2 - 1|J — - 1|J +
fx) A s 0 +
| |
Prof:ATMANI NAJIB
Le tableau de variations de f :
a | —x -2 () 1 +00
[(x) — 0 + 0 — 0 +

-+

™ I -IL I 40
..ﬂ.-".:' \_Eﬁ/’/"’ KA_I/

Prof: ATMANI NAJIB
f est continue et strictement décroissante Sur : ]—oo;—2[ et o est compris entre —28 et "+ oo™

Donc : d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires I'équation f (X) = 0 admet une unique solution sur
||

Sur : ]—2;0[ f est continue et strictement croissante et o est compris entre —28 et 4

Donc : d’aprées le théoréme des valeurs intermédiaires I'équation f (X) = 0 admet une unique solution sur
=29

Un raisonnement similaire montre que I'équation f (x)=0admet une unique solution sur ]0;1] et admet une
unigue solution sur J1;-+oo[

Au total : I'équation f (x) = 0admet 4 solutions On doit donc cocher D X

0106 : Concours de Médecine et pharmacie Oujda
Pour zeC on pose I’équation : (£) 2°=38

L’ensemble $des solutions de I’équation (£)dans C est :
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1.3, 1 3. 1 B, 1 3.
S=12;-2+24- 2 Y/ S={2;-24 2, 2 0
AL { 2 2 2 21 } B L] { 2 2 2 21
. . 1 3.
C D 5:{2} D D 5:{2;—/’+\/§I;—1—'\/§l} ED S= {2 —E‘F?l}

Solution : On peut éliminer une réponse :
On peut éliminer les réponses : A et C O et E O car c’est une équation de degré 3 dans C admet
exactement 3 solutions = :AO; C0OetE O fausses

Remarque : c’est une équation a coefficients dans R et si £ est une solution aussi £ et aussi solution : =

V3 V3

1 3, . .
EO $=<2;——+—7 fausse car : —1+—/ solution mais —1——/
2 2 2 2 2 2

Pour:DI:I:—1+\/§/={2;23—”}:>(—4+«/§t')3=[23, 23”} [8;27]=[8;0]=8

—1+/37 est une solution et aussi —1 —~/37 et 2 aussi
On doit donc cocher D ¥
J) LES RACINES n-EME D’UN COMPLEXE NON NUL ( Pour SM)
1) Les racines n-ieme de I’unité : a) On appelle racine n-iéme de I’unité tout complexe u qui Vérifie :
u" =1

bz,
b) L’unité admet n racines n-iéme qui s’écrivent de la forme : &, =€ " Ouk € {0,1,2, ..., (n — 1)}
2) Les racines n-ieme d’un nombre complexe non nul.
i ) e .

Le nombre complexe nonnul: @ = T°€ " admet n racines n — éme (n € Nx) différentes qui sont :
9+2k”z’
w, =Nre " ouke 0,12, ..., (n—1)
K) LES TRANSFORMATIONS DANS LE PLAN COMPLEXE.
1) La translation : Soit % un vecteur de V; tel que :aff (% ) = a ; la Translation Z; transforme M(z) en

M'(z') st et seulement si :z'=z + a

Cette égalité s appelle I’écriture complexe de la translation ¢ de vecteur % tel que :

aff(u)=a
2) L’homothétie : I’homothétie de centre Q(w) et de Rapport k, admet une écriture complexe de la forme :
z'=kz+ w(l — k)
3) La rotation : La rotation de centre Q(w) et d’angle 8, admet une écriture complexe de la forme :
7' =(z-w)e” +o
L) Etude de la transformation qui transforme M(z) en M'(z') tel que: z=az+b ;b € C
lercas:a=0: Latransformation f est une constante, elle lie chaque point M(z) au point fixe B(b)
2ieme cas: a =1 : f est la transformation qui transforme M(z) en M’ (z') tel que z=z + b
Dans ce cas la transformation f est une translation de vecteur w tel que : aff(w )=b
3émecas:a€R - {0, 1}

b

f(M(z))=M'(Z)= z'=az+b;Soit:p = - ona: Le point Q(w) est un point invariant par f etona:
—a

7-w=a (Z - CU) qui se traduit par : Qas' = a2az donc :f est ’homothétie de centre Q(w) et de

b

Rapport a ou @ = —
1-a
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b _ .
4émecas:a€Cet|al=1: w:l— on a :Q(w) est un point invariant par f.
—a

Onposea= e*0Ua#2km (cara#1)

b
Z—w=a (Z - 0)) La transformation f est la rotation de centre Q (@ = 14 ) et d’angle a.
-a

Smecas:a€C—-R
La transformation plane f qui transforme M(z) en M’ (z') tel que : z'= az + b est la composition de la
rotation R et de I’homothétie 4 ; f = hoR ou :

b
1) R est la rotation d’angle a = arg(a) [2r] et de centre Q(w) o @ = M—a
2) h est I’homothétie rapport r = |a| et de Centre O(0)
K) INTERPRETATION GEOMETRIQUE ET ENSEMBLE DE POINTS

ENSEMBLE DE POINTS INTERPRETATION Expression
GEOMETRIQUE

Le cercle de centre A(a) et de rayon r AM =r |z— a| -r

La médiatrice du segment [AB] MA=MB |z-a|=[z-h)

La droite (AB) privée du point B Les point A; B etM sontalignés | z2-a _p
avec B=M z-b

Le cercle de diamétre [ AB] privée du Le triangle AMB estrectangleen | 2-a _;p

ooint B M avec B£M z-b

La demi droite[ AC) privée du point A tel (l]; m) = o[2x] arg(z-a)=af27]

queC a pour affixe(a+cosa +isina)

Exemple : le plan muni d'un repere orthonormal direct (O; 7 ),

L’ensemble des points #d’affixe 2 telque: argz=0[ 7] est:

A O L‘axe desréels B [ L‘axe des imaginaires  C [ le plan complexe
D O L ‘axe des réels privés du point O E O Un demi droit d’origine O

Solution : = D O L ‘axe des réels privés du point O (la bonne réponse)
Q107 : Concours de Médecine et Dentaire 2023-2024 Juillet 2023
Le plan muni d'un repére orthonormal direct (O; 7% ),

‘ z+1
L’ensemble des points #d’affixe 2 % 1 tel que : y € /R est:

A O Ladroit (Ox) privés du point (1,0)
B O Ladroit (Oy) privés du point(0;1)
C O Le cercle de centre O et de rayon 1

D O Ladroit (Ox)

E O Le cercle de centre O et de rayon 1 privée du point( 7,0 )

Z—a

Solution : Méthodel : Astuce : L’ensemble des points M d’affixe z tel que : ciR est Le cercle de

z-Db
diamétre [AB] privée du point B
z+1 Z—(—1) _z-a

= e MR
z—1 z—1 z-b
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z+1 o -
;€ 7R est : est Le cercle de diamétre [ AB] privée du

L’ensemble des points #/d’affixe 2 # 1 tel que :

point B avec: A(-1=-1+0i) et B(1=1+0i)

-1+1 AB [1-(-1) 2
Donc:lecentreestoiT:Oj et de rayon : 5 :‘ (2 )‘2521

Méthode2 : Soit 2= 1 ; 21 Cir o Z+1j=_2+1<:>5+1=_2+1
z-1 z-1 z-1 z-1 z-1

<:>(E+1)(z—1)=—(z +1)(E—1) —77-7+42-1=722+71-7+1 zE=1<:>|z|2 =le|z7|=1sz-0=1

z+1

L’ensemble des points #d’affixe 2 # 1 tel que : S € /R est Le cercle de centre O et de rayon 1 privée

du point: Z(1;0)
La bonne réponse est : E O
Q108. Concours de Médecine et de pharmacie « Rabat » 2011

On considere les nombres complexes : Z= \/2+\/§ —ix/2—\/§
Cocher la bonne réponse :

T T 571 57
i~ i— —-i=

2 : Laforme exponentielle de Z° est : AT 4e ¢ BO 4e © CcO 4e ® DO 4e
T 5z 57

i iz iz
£, : Laforme exponentiellede Z est: AD 22 BO 2 *  cO2e® DO 2e v

£ : Si cosa= ‘2;\@ —‘2;/5

et sing = alors une valeur de « est :
. Vs - S oo 5t . Vs
Al — B - — D < N
12 12 12 12

2 2
Solution : Pour : 4 : z:\/2+\/§—i\/2—\/§ :>22=\/2+\/_ —2i\/2—«/§\/2+\/§—\/2—\/§
=72 = 2432122~ 3’ —2+\B =22 =23-2i

=1"=4 ﬁ—li <4| cos” “sinZi |=4| cos| -Z |+sin| - Z | =4e_ig La bonne réponse est : E [J
2 2 6 6 6 6
Pour: 4 : 22:{4;—5}32:{2;—1} ou z={2;—z+ﬂ}:2argz:—£+2k7z:>argz=—£+k7z 7=2;
6 6 6 6 12

1 .
:>argz:—1£2 ou argz=—%+ﬂ:% Mais Re(z)=\/2+\/§>0 etimz=—2-+/3 <0

BT se trouve dans le 4ieme cadran : donc : cos(—%j =0 et sin(—%) < 0 c’est-a-dire la partie réelle de

_i®
Z doit étre positif et la partie imaginaire négatif et donc < doit étre : 2¢ *?
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sinr <

12
12 Prof: ATMANI NAJIB

La bonne réponse est : BO

Pour : £ ZZ\/2+\/§—i\/2—\/§=2eié:Z[cos(—ljﬂsin(—fD
Donc : 2COS[—%j:m et Zsini—%jz_ 2-3

Don -cos[—ﬁj— 2+3 tsin(—fj—— 2-\3
one- 12 ¢ 12 2
Don -cos[ﬁj— 2+3 tsin(ﬁj— 2-\3
one- =1 1 2 SR 2

La bonne réponse est : ACJ
0109. Concours ENSA « Marrakech » 2010-2011

Onnote: 4, ; Z,;...; Z, lessolutions dans C de I’équation: Z" =1; neN;n =2

onnote: S=2Z,+Zy+...+Z et P=2xXZ,x...xZ

Alors:AO S=0cet P=(-1)" BOS=0et P=1

cCOS=let P=(-1) DOS=1let P=0

Solution : On peut résoudre ce type d’exercice en traitant des cas particuliers (par élimination des réponses)
Pour #z= 2 : les solutions dans C de I’équation: Z° =1 sont: Z, =1 ; Z, =1
S=2,+27,=1+(-1)=0et P=2Z,xZ, =1x(-1)=-1

AO: = A probablement vraie BO: = B0OFaux CcO: = C0OFaux

DO: = D0OFaux E O probablement vraie

=> A [ et forcement vraie (car une seule réponse est vraie)
On doit donc cocher A [X
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Résumé de Cours : CALCULS INTEGRALES
A) INTEGRATION D’UNE FONCTION CONTINUE.
Définition : Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux éléments de I ; et F une fonction
primitive de f sur I. Le nombre F(b) — F(a) s’appelle I’intégrale de la fonction f entre a et b on écrit :

I f (x)ix=[F ()] = F(b)-F(a

on lit somme f (X) dx de a a b et on I’appelle intégrale de a a b.Le réel a s’appelle la borne inférieure de

I’intégrale et le réel b s’appelle la borne supérieure
Remarque : la variable t est une variable muette, on peut le changer par n’importe qu’elle variable

b
Propriétél : Toute fonction continue sur [a, b] est intégrable sur [a, b] ¢’est-a-dire L f (X)dX e R Propriété2
: Soient f, g et f* des fonctions continues sur un intervalle I, a, b et c trois éléments de I et a un reel, on

b b b b
a:l) J' f'(x)dx=[F(x)] =F(b)-F(a) 2 I adx=[ax]. =a(b-a)

b

3) [ f(X)dx=0 4 [ (x)dx=—["f(x)dx 5) j (X)ex = [ ()b [ (x)dx (Chasles)
6) L (f+9)(x)dx= L f (x)dx +L g (x)dx (linearité) ;
7) [ (e f)(x)dx = f(x)dx (linéarité)

In3
Exemple : I=J.On ‘Z—eX 2-e*>0e" <2< x<1In2

La Relation de Chasles donne : | = IIHZ‘Z —e
I :.[(:nz(Z—e )dx+

"X —2dx = —[ZX—eXTnz [er—2x]"

In2 In2

=((2In2-2)+1)+((3-2In3)-(2-2In2)) = '”[fj

0110. Concours de Médecine et pharmacie et Médecine dentaire : 2022

. « . . 1T &£ 1 . X
Soit zeR" ; si I ax = — Alors «Z : est égale a:
o1+ & a

AOIn(e-1) ~BOZ2e-1 COIn(2e+1) DOIn(2e-1) EDO 2e+1

Solution :rizz’x:i<:>1J-1ﬂdx=1<:>[ln(4+e‘””1 =4<:>ln(1+/)=4<:>1+/=e
01+ a aloq4+ ™ a 0

= & =e—1< a2=In(e—1) Ondoitdonc cocher A X
Q111. Concours de Médecine et pharmacie et Médecine dentaire : 2023-2024

z 1 o
La valeur de I’intégrale : jf — 4 estégalea:
L sinxtan x
1 2 J2 1
AO~—— BO 2-42 cOvz-2 DO-—-- EO1-42
2 2 2 2
Z 1 cos x *(Sli’tﬂ’) 1 |4
SR S j‘* Ay = j' av=| -1
MI” . siny ' 7 sinix sin?x o sinx |7
6 sinx 6 6
cos x
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z 1 1 1

4 = + =2+ 2 i

% irs vtarn a T s On doit donc cocher B X
6 Sinn — Sin 76

0112. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie

T

L’intégrale : IZL_Z'VJA” est égale a :
o 1+sin?*x
AOo BOm2+1 COIn2 DO EO-mm2
sin2x _ 2sinxcosx (4+sin2x)'

Solution : Puisque sin 2x = 2sin xcos x donc : -
1+sin?y  1+sin?y 1+sin?x

% sin2x dx—J.Z(/’+Sin2x)
)

- dx=|:ln|1+sin2x|:|§
1+ sin?x o

Par suite : I -
o 1+ sin3x

1+sin2Z | —1n| 1+ sin20| = In 2 On doit donc cocher C X

T

5 Ssin2x

IZ—_zlx In
o 1+sin3x

0113. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie
| 71—
— a2 |+ |1+ a2

2 7 hY
La valeur de I’intégrale : I T AZx estégalea:
o

1 In(2
AD ! BO O CDln[—) oo en Zln(ij
6 2 2 4
Solution : [ 1] = [’ [ 7= ] s [ [ 7~ ] I
—  Jo|1—a2 |+ |1+ 42| o1 —a2|+|1+a2| 1 |1 — 2|+ 1+ 22|
[—I1 1-x dx+jz i 745
01— % +1+ a2 1 —1+ 2 +4+ 22
1 2 _ 1 2
—I 1% —dlej (1—x)dx+1j‘ [1—ija§r
17 242 2Jdo 2J1 X A2
1 2
= [x—£:| +1[lnx+1} :1[1+ lnz+1—4] Inz On doit donc cocher D X
2 2|, 2 +|, 22 2 2 2

Intégrales et ordre : Soient f et g deux fonctions continues sur un intervallel etael;bel et a<b

1)Si f est positive sur [a ; b], alors _[: f (X)dX >0
2) Si (vxe[a;b]); f(x)<g(x) alors: jb f(x)dx SJb g(x)dx  3) Ub f (x)dx s“:\f (x)|dx

Exemple : Calculer : I|m— —d
n—+o @" J0 1 4 g%
enx enx nx
<
l+e 1+e* 2

On Montrer d’abord que : VneN vxe[0;1] :

nx

: 1
Puis en encadre : —
e “0l+e

B) LA VALEUR MOYENNE ET THEOREME DE LA MEDIANE
si f est une fonction continues sur un intervalle | et ael et bel et a<b alors il existe au moins un réel

— et on utilise les gendarmes ......

C dans [a; b].Tel que : f(c) =—j x)dx et s’appelle La valeur moyenne de f sur [a ; b]
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C)TECHNIQUES DE CALCULS D’UNE INTEGRALE.

1) L’utilisation directe des fonctions primitives :

http://www.xriadiat.com

La fonction Sa fonction primitive La fonction Sa fonction primitive
afn(a!E]}R) 1onchr: vty utv+Ce
X [T.'. € N) mxn'l'l +c txu." au + Cte
Vx 3+ u'u" (neN) Lt e
3 n+1
" i z =4cte
n+l u U
I
x" (reQ/{-1}) — x4 . Vu+Ct
r+1 2/u
a4
cos(ax + b) ésin(ax +h)+c¢ '’ (r € Q/{-1) mu"“ +Cte
£ axarctan(x)+c u' X vou vou + C*
142 [
: UERTI arctan(u) + C
La ligne en couleur gaune est une généralisation des 4 uZ+i
lignes précédentes.
l !
X 1 2(1+Inx) 2
Exemple : | = = X T dx- =[In[1+1
P -[1 X 1+Inx I 1+Inx L X(1+In x) % L (1+Inx) X [n\ " nx\]l
I =Inl+In2/—In \1+ In|=Infl+In 2\ =In (1+ In2)

D)Intégration par partie :

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I et u’ et v’ sont continue sur I et soient a et b deux

¢léments de ’intervalle I on a :

j:u’(x)v(x)dx :[u(x)v(x)]: —f:u(x)v’(x)dx

Technique ALPES : Dans certains cas, dans le cas d'une IPP, le choix de la fonction a dériver et celle a
intégrer pose probléme. La méthode des ALPES donne un coup de main pour s'en sortir.

ALPES :A=Arctan, Arcsin, Arccos, Argth,Argsh,Argch
L=Logarithmes

P=Polynémes

E=Exponentielles

S=Sin, cos, tan, sh, ch, th

La regle donc consiste a toujours dériver les fonctions qui se situent le plus a gauche en premier.

Si on veut par exemple intégrer x2sin(x), on va dériver le polyndme et intégrer le sin vu que dans I'ordre de

priorité, la famille P des polyndmes vient avant la famille S des fonctions trigonométriques.
Q114. Concours de Médecine dentaire « Casablanca » Juillet 2009

1
La valeur de I’intégrale : £ = Io ve dv et égale a:

1 e—1 e+1
Al:lz BO 2 cad 2 DO¢

. ‘ B 1 B ’li ' _1 1
Solution : [—on/dx—joz(xz) /ﬂ’x— Zjo(xz

On doit donc cocher B X
0Q115.

E O autre réponse

Concours de Médecine « Casablanca » Juillet 2004

e
La valeur de I’intégrale : L xln xdly est égale a :
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1 e +1
AOé€ DOe+ 1 cQO 2 DO 4 E O Autreréponse
1

Solution : Intégration par partie : Onpose : u(x)=Inx ; u'(x)==
X

2 ¢ 2 2 2 . 2 278 L2 e Q2
Donc : J'exlnxdx: Xinx —J' Exx— dx:e—lne—l—lnl—lj xdx:e——1 x :e——l[ez—l] _ el
1 2 L tlx 2 2 2 21 A 4

On doit donc cocher DIX

0Q116. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie

1 1 ,1

La limite Z a droite en 0 de la fonction : I [1 + ;je ’4dr est:

E2

AO e’ BO —o cO +wo DO 1
1 1) 1 1 1 4 1 1 1 14 1
Solutionzj [4+—je ’ﬂ?:I e’ +—e”’ dt‘zf e’dt+j‘ —e ‘dr
=_Js b4 * z x x r
1 1
On va faire une Intégration par partie pour : I 1e *df

X

[}
)

xr L

VPN .1 1y 1 B P 1y !
[1+;)e’dt=! e’dt+_[ e rdr=| ree —_[ —e’/ll+I e
X

)
]

[}
)

1 M 1
lim (1 +1je tdr= lim ¢’ —xxe * ="' On doit donc cocher AKX

ro0Tdx 4 r—ot

E) Intégration par changement de variable ( Pour SM) : Soient g une fonction dérivable sur

[a, b] telle que g’ continue sur [a, b] et f une fonction continue sur g ([a, b]) ona:

Lb(f o g)(t).g (t)dt = '[gg((:)) f (x).dx : Cette propriété s appelle propriété du changement de variable.

Exemples : Calculer les intégrales suivantes : 1) I, = Ia at

1 (1+t)\/t_

onpose x=q/t

3x 2X X
n2e>” +e* 4+ 3e
2) 1, = ——— ——dx onpose t=¢"
2 p

0 1+e*

3) 1 dt onpose x=Int 4) I,=[%In(1+tanx)dx on pose x="_t
4= ) 4

e 1
et BrInt
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t=1=x=1
Solution:l)llzst onpose x=+t Ona: x=+t donc:{

1 (1+t)\/t_ t=3=x=+3

dx 1 dt 3 dt B2X B2
—=——odX=—F ; I,= = dt = dt
dt 24t 24t . L (1+t)/t J.l (1+x2)x 1 1+ x2
I, =[2arctan x]lj§ = 2arctan \/§—2arctan1—2?ﬁ—%— 7(:

n2 @3% 2x X x=0 t=1
2) |2:I'2wdx onpose t=e* Ona:t=e"donc: -

0 1+e“* =ln2=>t=2
dt

—_e = dt=e"dx ; onendéduitque:%=dx

3 2 2
n2 @3 + e 4 3e* e +em +3e :J-2t +t ;L?’tﬂ=.|‘2t +tJ2r3dt=J2 - 32 dt
1+e* 11+t t 11+t 1 1+t

2

[ t2+3arctan x} (Continuer les calculs)

1
Int

e 1
3:_[72 dt :onal, I ——=—=0dt onpose x=Int
e’ tJ3+Int “3+Int
t=e?=>Xx==2
t=e=x=1

3) |

:Int:dx:% Ona: x=Int donc:{

e 1 1 1
L= ——=dt=[ ———dx
3 J‘e’z tv3+Int I—Z J3+X

On sait que : X — 2+/3+ X est une primitive de : x —

1 1 _[oaxT -
Jarx donc : |3_[2 3+deonc. ;=2

4) I4=J'fln(1+tanx)dx on pose x=%—t

Ontrouve: I, = '[,(: In(1+tan (z—tD—dt L _[4In[1+tan (z—tjjdt
n 4 0 4

T
tan——tant 2

1+tant

_1-tant
1+tant

On sait que : tan [Z—t] Donc : 1+tan (%—t] =

1+tan ” tant
4

Dong : I4:_[Eln[“tzam]dt=I5(In2—ln(1+tant))dt :_fozln 2dt —_[E(In(1+tant))dt

_ (s _ o1 —n2f* _z _Z
«= | In2dt—1, Donc: 21, =In2, ldt=>21, =7 2= 1, = In2

F) INTEGRALE ET SURFACE.
1)Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b] I’aire, exprimée en unités d’aire, du domaine situé
entre la courbe Cf, ’axe des abscisses et les droites d’équation :

Xx=aetx=b est: A(Af)zj.:‘f(x)‘dx ua

2)Si f une fonction continue et positif sur [a ; b]

Prof : ATMANI NAJIB 93 Opall sl A das Iy aSif o




Prof: ATMANI NAJIB http://www.xriadiat.com

‘_‘_ A(Af)=_[: f (x)dx.ua

3) si f une fonction continue et négatif sur [a ; b]
| b
| a b A(Af)=—L f (x)dxua
‘ -uc,.
4)Si on a par exemple :
N
S = L | f(x)— g (x)[dx
s = J2(1 ()= g (x))x+ [ (9 (x)~ F (x))ax

5) Si on a par exemple :

U‘ _———— e

ol = o\ &y U b

a' b' b
A(A) = [ flo)de +] | —f(o)dz + |, f(z)de (ua)
Q117. Concours de Médecine et de pharmacie Juillet 2004 « Marrakech »
On considere Les deux fonctions et g définies sur [0; +00[ par :

Ax) = T et g(¥)=+ (C,)et( C,) Les courbes représentatives des fonctions # et g dans un repére
X
orthonormé (@ 7, 7) tel que : ||| = 12 .

1
L’aire du domaine du plan délimité par ( Cf) ;( C, ) et les droites d’équations : ¥ = 2 et v= % est: A

[1—111&)5/1/2 BO (1+1n£jaftz ca (1—1112)(”/2 DO [—1—111&)5”12
3 3 3 3 2 4 2 3

E O (1—lnéjaﬂz

2 3
3
> 1 1 x*-1
Solution : | ij X2——dx xe_Z-— etsi x>1 alors x® >1% ¢’est-a-dire : x*-1>0
2 X X X
3 3 3
3 1 1 1 2 1 11 = 1
I :LZ X2——dx = | |x2——(dx+|? x2——dx:_[1 ——X? dx+j2 X2—— dx
> X 2 X 1 X Z\UX 1 X

3
st [ y3 B
L={inx=21 4| X Zinx =—1—In(lj+1+9—In[3j—1=—2+1+9+In(2)—ln3+ln(2)

3|3 3 2) 3 3 24 8

1 1 1 3 o 1 3 2
| :E—|n3+2ln(2)=§—(ln3+|n(4)):5—|nZ et par suite : A(A) = (E - anJcm
On doit donc cocher CX
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Q118. Concours ENSA
L’aire du domaine du plan délimité par la courbe d’équation : } = €OS (Inx) et les droites d’équations :

v

x= e etx= 2 dans un repére orthonormé (@2 7, 7) tel que : | 7| = 2w .

Estégaleé:ADz[ereszf BDZ[/—%JC// CD{/—eZJC/ﬂZ DD{/[Jrezjc”f

e” ”
. . - T
Solution : | =Ig :comme etsi & < x<e? alors ESlnxsﬂ
e

Donc : cos(Inx)<0 carsur {Z } le cosinus est négatif (voir cercle trigo)

— 7N
T2 et =L
X=e"=>t=rx

e” X=e2 =t
Donc : | :—J‘eg cos(In xX)dx onpose: Inx=7donc: ¥=¢ :

| = —J':g cos(In x)dx = E(—cost)xetdt
2
On fait une intégration par partie deux fois....
Onpose : u(t)=—cost ; u’'(t)=sint
Vi(t)=e" ; v(t)=¢

I_I (— cost)xedt_[( cost)e] I5|ntxedt_e +I —sint xe'dt

Onpose : u(t)=-sint ; u'(t)=-cost
Vi(t)=e' ; v(t)=¢
2 —.[Z—costxe‘dt

I =e”+[(—sint)et]2—_[Z—costxetdt —~ l=e"+0+e
2 2 2

T

2
¢ X4 =2

NN

z z e” +e

= l=e"+0+e2 -] =2l=¢"+e2 = 1= an

& +é*

) &+
Par suite : 4=

On doit donc cocher AX
G) INTEGRALE ET CALCUL DES VOLUMES

Propriétél : Soit (S) un solide compris entre lesplans/ Z=aetz=»b

b
Le volume par unité de volume du solide (S5) est :V(S) = J.a S(t)dt Ou S(t) est la surface de I’intersection du

solide Setduplanz =t
Propriété2 :Soit f une fonction continue sur [a, b].
La rotation de la courbe (Cf ) au tour de I’axe des

abscisses engendre un solide de volume [V j f (X) Uu.Vv (par unité de volume)

si le repere est : (O;T;];R) uv = WH]HHEH
Q119. Concours médecine et de pharmacie :
(0:7; J;k) Orthonormé avec : [i] =%cm ; Soit la fonction f définie par : f (x)=,/x(e*~1) et (C) la

courbe de £, Le volume en ¢cm® du solide engendré par La rotation de la courbe Cr au tour de ’axe des abscisses
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dans Iintervalle [0;1] est/

AI:IZ—ﬁ BI:IB—ﬂ CI:I—Z—” DI:|4—7[ EO 4rx
21 21 21 21

Solution : | = j:n( f (x))2 dx = _[Olz(alx(ex —1))2 dx = 7r_|':x(eX ~1)dx

On calcul : J'le(ex —1) dx :On utilise une intégration par partie :
Onpose : u'(x)=e* -1 et v(x)=x
Donc: u(x)=e*—x et v'(x)=1

oo e s ][
1
jolx(eX —1)dx = e—l—{eX —X—ZZ} :e—l—e+%+1:

0

Donc : |:%7Z parsuite:V:%n —Cc'm=—c’'m

H) SOMMES DE RIEMANN : (Pour SM) : Soit f une fonction continue sur [a, b] ; a<Db
Onpose: s, = Zf( +k—jet8 =—Zf( J

Les sommes S, et S, s’appelle les sommes de Riemann. Les suites (Sn )n et (Sn)n sont convergentes et

lims, =limS, :I: f (x)dx
) lim zfi 4) lim

1
N0 2+ k nILer Z 'H+°° n+k “nowe 2 T /n”+kn
Solution : 1) Z = Zn: Y jzj - lzn: 1

n? k2 a n < 2
T e [1+(k k‘11+(kj
n n

Et d’aprés cette expression on conclut que :a=0et a=1et f(x)=

1
1+ x2

Onaura: lim Z = lim lz;z = lim EZ 1 . :_fl 1 ax
N—>-+o0 4 — n? k n—+0 N Ty 1+(kj n—+o N = 14 [kj 014 X2
n n

=[ar tan x]z =artanl—artan0= %
13 .
2) Z Z Z f (1+ JDe I’expression on peut remarquer que :
[1+ j N K
n n

a=letb=2 et f(x):l et puisque f est continue sur [1;2] alors :
X

) o1 2] 2
nILrpw 3 m: ) ;dx:[ln(x)]l =In2-In1=In2
n—1

3) On pose (changement d’indice) j = k —n on obtient : >
i J+2n

(n+tk=n+j+n=2n+))
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2n—1 n—1 n—1
Donc : 1 lim > — 1 lim EZW

n+k N—>—+o0 o j+ 2n n—>+»o N i

= [+2
n
De I’expression on peut remarquer que :a=0et b=1et f(x)= ZL
+X
= | 11 1 3
Donc: lim = dx=|In(2+x)| =In3-In2=In| =
n—>+ooz“n+k 02+X [ ( )]O (2)

4) lim Y —— = lim = lim = g[1+ j
n»#—ooZ /n +kn n—)+ooz N 1+7 n—-+o N kZ:
n

De I’expression on peut remarquer que :a=1et b=2 et g (X) =

Donc: lim 3 1 dx:2(\/§—1)

==
o+ i3 A% +kn LJx

v(x)
1) DERIVATION DE fu(x) f (t)dt : (Poursm

1
N

X
1) Soit f une fonction continue sur I et a € I ; la fonction F définie par : F (X) 2 L f (t)dt est la fonction
primitive de la fonction f qui s annule en a. La fonction F est dérivable sur I et (Vx € I) (F'(x) = f(x))
J) Dérivée de la fonction _f f (t)dt (PourSM)

Soit f une fonction continue sur un intervalle J ; u et v deux fonctions définie, dérivable sur I telles que :
u(l) c J et v(I) c J. La fonction F(x) = _[uv((:)) f (t)dt est dérivable sur I et:

(Vx €N (F'(x) = v'(x) x f(v(x)) —u'(x) *f(u(x))

In x > o+
Exemplel : étudier la dérivabilité de la fonction F définit par :F (x) = J‘; e ''dt sur R™ et calculer

x
F'(x) VxeR™

Solution : F est dérivable sur R™ car x — %et x & Inx sont dérivables sur R™ et la fonction f: t — e est
Continue sur R soit ¢ une fonction primitive de f.

F(x) = En e Vdt=[gp(t ]Inx ;

VxeR™  F'(x) = (po)'(x) — (pou)'(x)= v'(x) X ¢'(v(x)) — u'(x) x ¢'(u(x))

14 _ 1 5
) = v ) x fe) - @ x fu@)= (In x) e " - (%) =
e Lastno: , 1 e
Flx)=—e ' +5€

Remal’quel:sinasinﬂ=%[cos(a—ﬂ)—cos(oﬁﬂ)] et sinacosﬂ=%[sin(a+ﬂ)+sin(a—ﬂ)]

cosacosﬁ=%[cos(a+ﬂ)+cos(a—,3)]

SINAX COS ¥

Remarque2 : w(x)= dv régles de bioche

1+siny
Si w(—x)=w(-x) onpose: f=cos¥
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Si W(ﬂ—x)=W(x) ONn pose : 7=sinx
Si w(7+x)=w(x) onpose: £=tanx

1+ 7
1-7

. _ ¥ . 1-7 . 2f
Sinon : on pose : f—m“[—j si 7=tan’ alors: cos+=—— et sinx=——— et cosx=
2 2 1+7 1+27

0120. Concours de Médecine et Dentaire 2021-2022 Juillet 2021

V4

. 3
L’intégrale J‘ — 4% estégaled :
4 Sin X+ cos x

sinxy

AOZ BOZ coZ2Z poZ EQ -~
3 4 6 8 12

Sinx
4x 3 I’aide d’un changement de variable

Solution : On peut calculer : /=j
Sin X+ cos ¥

T T T T T T T
Onpose: £=—-x: si x——alors f=———=— etsi x——alors t=———=— et df=—dv
P 2 6 2 6 3 3 2 3 6
z sm( 1) z p
/- j _ sinx x:_jé dz—jsc"—sdz
smx+cosx z ( ] (7[ j cos 7+ sinr
3 sStn| ——f |+cos| —
2
z . z z z
[+[:J‘3 : sinx vt 3 : cos x J‘3smx+cosx J‘ Ay = [ 321 T_z
%smx+cosx %smx+cosx %smx+cosx % 3 6 6
T T
2l=—=7/=—
Donc: 4 12
On doit donc cocher EX
1
Remarque3 : /=j ————l¥ st ;
Nax? + v+ c
Si 2=0 onpose: 7r=bx+c
2axv+ b 1 ar 1
Sia>0 et A~0onpose: £=—F= et 1=—J =—=In( 1+~ -1 )+c
P JA Ja) Jr—1 Ja d )
2axv+ b 1 dr 1
Sia-0 et A<0 onpose: Z=—F7— et /=—j - (1+\/12+ )
P Ny N7 Rl |
Si 450 et A>0 Pk /4I"’ T arcsint+
i 2<0 et A>0 onpose: £=— et = = arcsimr+c
< JA N-a 1-72 -a
V4
Remarqued : pour 7= [ — et 7= [ 4
a2 COS X a SIn %
Si n pairon pose : #=tanx  Sin impair on pose : t=tan§
- X 1—f2 R /’_|_tZ
Remarque5 : si #=tan= alors: cosx= et sinx= et cosx=
2 1+ 7 1+ 7 1-7

Remarque6 : 7= j A+) o dvjavec deg P> 1

Pour calculer /Z on divise Hx) parxy—a (euclidienne) : on trouve : A x)=(x—a )@ x)+Aa)
On peut aussi utiliser le tableau d’orner :
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337+ 2244

a J Ay

Exemple : Py
Le tableau d’ommer ; #4—1=0<= =1

Coefficients de 3 1 -2 -4

A x) /

1 1x3=3 3+1=4 4+(-2)=2 2+(-4)=-2

-2 ) -2 (-1 )’
A x)=3+*+4x+2+—— Puison calcul 7 : Remarque : ( -2
ar—1 r—1 xr—1

Q121 : Concours de Médecine et Dentaire 2020-2021 Juillet 2020

" J‘421+3
L’intégrale : 0 742

df est égale A :
A|:|lni B|:|2+lni cao 2—1113 DO 2+lnE EO lnE
2 2 3 3 3
Solution : Pour calculer / on divise 27+ 3 par £+ 2 (euclidienne) : on trouve : 27+3 :2(t+2)—1

1 1 -1 1 1
j 21+3dl:J‘ 2(r+2) /ﬂ‘:j Ar+2) /Il:j 2- (+2) =20 1n(r+2)]
0 £+2 0 £+ 2 0o 1+2 £+2 0 £+2 0

J‘421+3
0 £+2

2
dzzz—ln(3)+ln(z):2+ln(§j On doit donc cocher DIX

Remarque7 : /7= j—dx
ar:+bx+c

Pour calculer 7 on calcule le discriminant de : @2 + &xy+ ¢

1 1¢ (v—2) 11 1
itA=0: = y A= = | — " dy=——
Si: A=0: av+by+c=a(x—x)? j ) 24 ﬂJ. (5, v ﬂ{ }

1 1 a p

Si A= 0 st s brrc=ald=a ) (¥on) S T ) S e

Puis on calcul /

Si: A<0 : av>*+bx+c= ﬂ( r—a )2 + /B (la forme canonique)

On termine les calcul @(I —dx artany+ ¢
Exemplel : Calculer I’ intégrale suivante : | —J ! 4dX
X —
. 1 1/1 1
Solution : On remarque que : —; :( - jdonc:l:_[1 21 dx:rl 11 dx
X =4 4\x-2 Xx+2 0x°—-4 04\ x—2 XxX+2
et la linéarité de I’intégrale donne : I—1 — X—1 1de
470 x— 2 470 x+2
11 1 1 1
== —dx-= —dx_— In|x— 2 ~Zln|x+2[T ——I 2-=(In3-In2)=-=In3

f

- /zrz la division euclidienne de : 4# par +# —1 donne
X

Exemple2 : Calculer A x)= I

dy

F(x):J. ;ﬁ dx:J. xzdx+J.

& —A1 X —1
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# A+ A N R
x4—1'(x_4)(x+4)(f+1)'2f+1 4ot 4ot

P
f(x)zj A ’Zv:.[ xzdﬁj A /Zr J‘xdﬁz.[ x21+1dr__ wid 4I

x—1
x+1

: ¢’est la décomposition en élément simple de la fraction

D’ou: A x)= 313+§arctanx+4ln

Exemple2 : Calculer F(x):j m
X

Solution:1./1=1:_[—4v=j & _ M +C

P+2x+1 (1+x)2 a+1

2451 | ———— a= L;onposey:xﬂ:
B+ 2x+ (#+1)2+2-1

/{‘ j 1 arctan y 1 ar x+1+C

= c —_—
] ) \/2—1 A—1 A—1 A—1
+

O |

A—1

A—-1 NA -1

3. 1<1: #+2x+ A admet deux racines réelles : y=—1+J1- 1.

EarEle

1
‘a4 {‘”5 0 N\ N/
RA2x+ )yt d—1—2  x+1+J1-2 1+1- 1- __ 1
S =] N PR
f(x) ln|x+/l J1- | ln|x+1+\/1 |— x+'1t J_
1+

V4 3
Remarques8 : pour Z, =_[ cos” xdx €t Z =I sin” xdx et 7, =I tan” xdy €t u> 2
a a a

2

‘ona cos” x=cosxcos” ! x et cos® v=1—sin*x

2

Si nimpair : pour : Z,
Si n impair : pour . [, 1ona  sin” x¥=sinxsin”"' v et sin
Si n pair : pour : Z, et Z, on fait une linéarisation de : cos” x et sin” x

r=1—cos* x

&
Pour: 7 :I tan” xdy €t 7~ 2 10Na tan” x=tan® xxtan” ? x=(tan' x—1 ) xtan” * x
a
& V4 4
Exemplel: 7 = .[ tan® xdy = I (tan' x—1)xtan®? xdx = j (tan' x—1)xtan xdx
a a a

V4 V4 Lo
VA :j tan' xx tan xdx—j tan x4y Eton finit les calcules
a

a

Exemple2: | = J'OZ cos” xdx on fait une linéarisation de : cos* &
eix e—ix eix e—ix ‘ 1 |x —ix ix —ix —|x -ix
Ona:cosx:+T donc:cos“x:[ J; ] ZE(( ) +4(¢ ) e )+6(e )2 ( ) +4(¢ ) (e )3+(e )4)
1
cos’ x = 16( e™ +4e¥e ™ +6e” e ™™ +4e™e ™ +e 4'*) - %(e‘“" +e7™ + 4e™ + 4e”™ +6)

=%<<e4ix +e—4ix)+4( 2|>< 2|x)+6)

Oronsaitque: 2cosx =e™ +e et 2cosnx = e

inx —inx

+ €

Donc : cos* x = %(cos4x +4c0s2X +3)
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T

I:Fcos“xdx:1I5(0034x+40052x+3)dx:1 Lainax+atsin2x+3x |
0 8Jo 8| 4 2

0
3

:1 Esin27r+4£sin7r+3Z =—
8\ 4 2 2 16

V4 V4
Remarque9 : pour /:I e* cos vy et /=J' " sin xdx

On fait une intégration par partie deux fois....

Q 122. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie

3 . 'I+eE e+eE
L’intégrale : J.Ozsm(x)/dx estégalea: AO > B O >
: :
cao 2 DO T1+e EOO7-¢

Solution : On fait une intégration par partie deux fois....

T

[:J‘Zsin(x)e”dx:[sin(x)/}j —J‘ZCOS(J‘”)/‘[”: e _J‘ZCOS("’)‘J‘[Jr
0

0 0

V4 v
- s

Donc: /= &% —.[02 cos(x)e'dv  yne 2 ieme intégration par partie pour Fcos( ) ey donne
0

T V4 4

I=e2 - [cosx/ B +j:sin xe'dy | (osteadire: /= &2 —(~1+17)

z
e? +1

V4 /4

Donc: /= P Al-T= 2= +1= I=

On doit donc cocher AKX

R
Remarquel0 : pour I=I VR - Py = % c’est I’aire du quart d’un cercle de centre O et de rayon R
0

Vi
Pour /= I NI — AP v = % c’est I’aire d’un demie cercle de centre O et de rayon R
—-R

0123: Concours de Médecine et pharmacie 2018-2019 FES: Juillet 2019

3z
/= 2—x2dy
J o

A 7=~x BO /7=2x co /=0 DO 7=#J2 EO 7=2J2
vz V2 2
Solution : [=J‘ J_VZ—JQt/x :J. ﬁ\/\/z — 24y ¢’est aire d’un demie cercle de centre O et de rayon
_J2 -
\E 2
«/Zdonc:l=j \/Z—xzdxzﬁ 2 =”_2=,;
N 2 2

On doit donc cocher A X
Remarquell : Pour /= I J(x)dxr=0 sifestimpaire

Pour 7= Id/( ) dy = 2.[”/( x)dx  sifestpaire
—a o
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Remarquel2: 7= IjU(x)cos(U(x))dx:[sin(U(x))]

J= j:(/’( x)sin( ( x))dx: —[cos( U(x))]

KzIjU(x)(1+tan2(U(x)))dx=I:%{;E)x))dxz[tan( [/(x)):'
Remarqueld: 7= | ——ar et /- bcolxdx

2

x 1-7 . 27
Methodel : on pose : 7= tasn— avec : cosx= et sinx=—— et cosx=

1+7 1+ 1-7
Methode2 : on remarque que : —— — 1[ sy | _sim¥ j et -1 _ 1( RIS j
siny 2\ 14+cosxy 1—cosx cosxy 2\ 41+sinxy 1—sinx
Q124. Concours de Médecine « Casablanca » Juillet 2005
La valeur de ’intégrale : /= est égale a :
0 coOsx
AOZ=2 BI]/:% CO/=m3 DO7=1n(2+3) E O Autrergponse
Solution : Methodel : On remarque que : —— — 1( sy , o°F j
cosxy 2\ 1+sinxy 1—sinx

V4 V4 o 4

> > 1 + sin x 1—sinx
7[> ax J‘ 31 cos.x N cos.x S J‘ B ( i ) I

0 cosx 0 2\ 1+sinxy 1-sinx 2 1+sinx 1—-sinx

1+sin£‘—ln
3

3| (1+sinx)  (1-sinx) s
-1 3{( +SI'”“r) _( y?’x) }dx—1[ln|'l+sinx|—ln|4—sinx|}3 =1(ln
2Jo| M+sinxy 1-siny 2 o 2

/I—sinz‘
3

J3 -5 B J3
/== 4+—‘ 1——3j=11n—2 =1ln[2(4+—3J] =ln{2[’l+—3j]=ln(2+\/§)
2 2 _ﬁ 2 2 2
2
On doit donc cocher D [X
Methode2 : on pose : 7=tan> etona: cosa=1"2
2 1+ £

1 1 X 1
i v= C f= i v~ f=tanZ = df=—| 1+tan?— |dy=—(1+ 2 ) dy
Si ¥=0 alors: #=0 etsi » 3 alors : AN et 2( 2) 2( )
24
Donc : dvr=——
1+ﬂ

o[ _ J\/‘ 2 [ 24 _ 4415 s
0 cosx 1-Z4+r2 Jo 1-2~ 1-7)(1+7)
1+ 7
Etona: ! —1(”’)+(1_’)_1{ (1+7) (1-7) ]_1(L L)

-2 (1+2) 2 (1-1)(1+7) 2 (4—1)(1+I)+(1—t)(/l+t) "2\ s

1 1 ' 1
/:ZJ.«/?L:z 31[ j/ J.V’_ (1-7) (4+t) = ~tu|1—1|+In|1+ 7B
o (1-£)(1+7) Jo 2\1- PRV l 1+7 0
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KN 1+ L
B 1+7| |3 V3| \/_+1 (‘/§+4) s
]—{lnTl =In 4_J§ «/_ p =In 2 ‘ (2 \/_)

0125 : Concours de Médecine et Dentaire 2021-2022 Juillet 2021

X

1
L’intégrale : j —A¥ estégale a:
g 01+e” g

AD ln(%e) BO nite  cO In(1+e) DEII‘V;e EQ Jin(1+e)
Solution : Methodel :

I1 —dy = r x_zxi:dxzi 12f/24x=1 1@dx=1[ln(/z+1)}1
0o1+e™ o1+e’ & 2Jo " +1 2Jo & +1 2

J‘jﬁdx:%(In(e+l)—ln(1+1)):%(In(l+e)—|n 2)__|n(1;ej In \/?

On doit donc cocher D X

T Xx=0=t=0
MethodeZ:J —4% onpose t=x> Ona: x=+/t donc: R
1 1 1 1 1 +1
TNV S (N SR (20 SR (B R AR )
dt 2t o Jotie” od+e’ 2dr  2Jotve 2Jos i1 200 4

J:szdx:%[ln(l+et)1:%(In(l+e)—ln(1+1)):%(In(l+e)—ln2): In (P;ej_ln 1+Te

l+e
On doit donc cocher D ¥
Remarque : On peut aussi poser : t=¢e™

0126: Concours de Médecine et pharmacie 2013-2014 Oujda:
Donner la bonne réponse

3 11
A O On considére La fonction # définie sur R par : /() =|x—2|+1 alors: jo [ ¥)da= "

3
BO /= J. 3\/9 —x2dy : ¢’est Iaire d’un demie disque de centre O et de rayon 3

1 z
CI:II AR =28+1 avec: #eN DI:II (W’VZ > )/x=1[€4—3]
0 cos” x 2

EO J'”e_” sin 2 xdy = 1J-”e‘* cos 2xdy

0 2Jo
Solution : Pour : AT :
3 3 d 2 d 3 d 2 /[ 3 d

= —2|+1)dy= —2|+1 —2+1)ar=| (3- —1

[ Alrste= [ (|2l ct)dr= | (Jo-2|st)des] (|w-2|st)de= [ (3-x)des[ (w-1)at
3 1 3
Lf(x)dx {34”——%} { xz—x} =5 Par suite = A O faux
0

2

# 2£&+1 = C [J faux

2£+1

1 ’l 1
} . x‘z’éa’:{ x,zkw} _
Pour.CIZl._[o 47 LYW ,
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V4 K ”2
" 1 1 4 4| -
Pour:DI:I:_J‘:(J’/— jﬂ'x{zé/—ta”*} = e’ -3 | =D O faux
0

COSZ X

Pour:EO :_L e *sin2xdx = Intégration par partie

T o v, —X T A" — 107 &
I e stxdx:[—e cost} ——j e cost/z’x:(e +/I)——j et cos 2xdy — E [ faux
0 0 2Jo 2Jo

On doit donc cocher B X
9

. L . TR
Remarque : on a : I’aire d’un demie disque de centre O et de rayon 3 est : Azre= "

3 3
/= I 3\/9 -y = ZIO N9 —¥2dx Car J9— 42 est paire
3
On peut calculer : L \9 — #%4x 3 1’aide d’un changement de variable

. : n :
Onpose : ¥=3sins si ¥=3 alors: x=z etsi ¥=0 alors: ¥=0 et 4v=3coszdr

3 z i L3
/= Zj \/9 — Ny = 2I2~/9 —9sin?13cos tdf = 2[23\/4 —Sin?£3cos 14t = 18J2cosztdt
0 0 0 0

P T
1+ cos 27 2 2

Or: coszt:% : [:9-"21+c052tz{l=9{t+%sin21}2 =97ﬂ On doit donc cocher B X
0 0

Q127 : Concours de Médecine et pharmacie :

11-a2
intéerale ; dr st égale i : Zi1-BOZ-1 1+Z . -2
Llntegrale.j01+x2 estegalea.ADZ ,BEIZ ;CcO 4,DI:| 4

Solution : Methodel : (par élimination des réponses) : mais avant on va encadrer cette intégrale
En utilisant les propriétés de I’Intégrale et ’ordre :

1_ 1
0<x<1o0<4”<1 S1<1+4° <2 —< <1

2 q+47° c
0<r<1 04 <1e1<-2"<050<1-4<1@

Q:ctO=0<

AO %+4¢[0;4] = A O Faux

4 1 14_ 1
Tt [oavs [ "B ae< [ a5 0< 754 = 7 [04]
1+ 472 0 o1+ a7 0

315

1

T T 3,1 .
B [J 5_4 . T _g=305 1=0,....€[0;1] = B O probablement vraie

2 2

co 4+%¢[0;4] = C O Faux

Vi f . .
DO —4—2 & [0;4] —> D O Faux = B [ et forcement vraie (car une seule réponse est vraie)

On doit donc cocher B X
Methode2 : On remarque que : On la division euclidienne de : 1 — 4% par 1 + ¥

OU en remarquons que : 1 — 4% =—(1+42)+2

- x2 T—(1+42)+2 1 1
J' —/Zr:j (—)dsz —1+2—/Zr:[—x+2arctanx]1 = 1+ 2arctand +0+ 2arctan0=—1+ 2= =% _4
01+ 42 0 1+4 0 1+ 42 0 4 2

On doit donc cocher B X
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Résumé probabilités
A) Vocabulaire des probabilités et dénombrements
Dans une_expérience aléatoire on ne peut pas prévoir avec certitude quel en sera le résultat
On associe alors I’ensemble Q des résultats possibles appelé univers. Ses éléments sont appelés éventualités.
Le nombre d'éléments distincts de Q est appelé le cardinal de Q, on le note : Card(Q)
3)Un évenement correspond a une partie de I’'univers et Les événements formés d’un seul élément sont
appelés événements élémentaires.
Si E et F sont deux événements, E est I’événement contraire de E, E U F est la réunion de A et B,
E nF est ’intersection de E et F
E et F sont incompatibles ssi ENF =
L’événement G =Q est I’événement certain.
L’événement M = @ est I’événement impossible etona: ENE = et EUE =Q
4)card (EuUF)=card (E)+card (F)—card (ENF)

5) Si E et F sont disjoints (EF =) alors : card (E U F)=card(E)+card (F)
Si (X;),..., est une famille d’ensembles disjoints deux a deux ( (Xi NX;= @) si(i=j)) alors:

card (Un Xijzgcard (X;)

i=1

6)Si Ec F alors: card (E)<card(F) et card (F —E)=card (CFE):card (F)—card (E)

7) card (ExF)=cardE xcardF

8)Soient E et F deux ensembles finis et non vides. le cardinal de L ensemble des applications de E dans F est
: (cardF)™™ =m" avec : cardF =m et cardE=n

9)Soit E un ensemble fini et non vide et cardE)=n neN et soit P(E) I’ensembles des parties de E ona:
cardP(E) =2"

B) Nombre d’arrangements avec répétitions :

Soit E un ensemble fini de cardinal n.

Le nombre d’arrangements avec répétitions de p éléments de E est égal a n® .

C)Nombre d’arrangements sans répétitions

Soit E un ensemble fini de cardinal n. Le nombre d’arrangements sans répétitions de p éléments de E se
note : A etestégala: AP =nx(n-1)x(n—2)x..x(n—p+1)

D) Nombre de permutations sans répétitions

Soit E un ensemble fini de cardinal n. ne N

Une permutation des éléments de E est une liste ordonnée d’éléments de E sans repétitions et le nombre de
permutations d’un ensemble fini E a n éléments est le nombre n! (Factorielle n) défini par

nl= n><(n—1)><(n—2)><...><2><1

E) Nombre de permutations avec répétitions

Le nombre de permutations que I'on peut constituer si certains des éléments sont Identiques est évidemment
plus petit que si tous les éléments sont distincts.

Lorsque seuls k éléments sont distincts (k <n), chacun d'eux apparaissant n,, n,, ..., n,fois, avec

n!
n xn,x..xn!
Exemple : Combien de mots de 3 lettres peut-on former avec deux lettres de A et une seule lettre de B ?

| |
Solution : AAB : BAA: ABA: P, = o —3%2!_3
12! 1k2!

n+n,+..+n =netn=1ona:P = (P, permutations avec répétitions)
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F) Le nombre de combinaisons de p éléments parmi n éléments est le nombre que I’on note par : C’ et on
a:C":ip; Cp:—n! - Cl=1;
p! p!(n-p)!
de Pascal
Applications : Triangle de Pascal
La relation de Pascal permet de construire facilement un triangle qu’on nomme triangle de Pascal :

Cl=n;C'=1 C’=C'® ; C’=CP +CP' :Larelation

= o 1 2 3 4 5

0 1

NN R ot g
Formule du binbme de Newton :acR et belR 2 1] 2|1
(a+b)' =Cla"+Cia"'b' +Cla" b’ +...+C) "a'h"* +C]b" 3|1 ]33 |1

4 1 4 6 4 1

Exemple :En utilisans le Triangle de Pascal

5 1 5 10 | 10 5 1

(x+ y)5 =1x°> +5x*y* +10x%°y? +10x°y® +5x'y* +1y°
(x— y)5 =1x°> —5x*y' +10x%y® —10x?y® 4+ 5x'y* —1y°

0128 : Concours de Médecine et pharmacie Qujda

vneN" S,,=Zk6,’f lasomme S, est:
=1

AOnx2" BO(n-1)x2" cOnx2"* pQo 2" EO (n+1)x2"
Solution : Méthodel (pour les concours): On procede par élimination des réponses :

1
Ona:Pourn=1: 54=Z,€Cf=161=1><4:1
=

Pour: A 1x2' =1x2=2#1 =A O Faux
Pour : B O (1-1)x2'=0x2=2#1=B O Faux
Pour:COOna: 1x21 =1x2% =1x1=1=cO probablement vraie pour I’instant
Pour: DOOna: 2t =2 %1 =D O Faux
1
Pour:EOOna: (1+1)><2 +2x2+4+#1 E QO Faux
On doit donc cocher CX
Méthode2 : Calculons : C. +2C; +3C. +...+ #C.,
On va utiliser Formule du bindbme de Newton :acR et beR
(a+b)' =Cla"+Cia"'b' +Cla" b’ +...+C) "a'h"* +C]b"

Onpose:a=1et b=xalors: (1+x)' =C1"+Ci1"*X + C21"*%* +...+ CI X" + CIX"

(1+x)" =C) +Cix' +C2x* +...+C X" +Cx" et on dérive les deux membres
n(L+x)"" =Cl+2C2x+...+(n-1)CI X2 +nCx"* On donne : x=1

n(1+1)"" =1C! +2C? +...+(n-1)C!* +nC!

V4
Crest-a-dire : #x 2" = #C}
4=

Prof : ATMANI NAJIB 106 Oaall sl g (o A iy a5 go




Prof: ATMANI NAJIB http://www.xriadiat.com

0129 : Préparation Concours de Médecine et pharmacie
)It k

Calculer ZC’é 1 tZZC’é P

Solution : On se rameéne au terme de droite de la formule du binbme de Newton. Attention, la deuxieme
somme démarre a k = 1, alors que la somme démarre a k = 0 dans la formule du binéme de Newton :

N s R E
R P )

ié%zéw—c,‘i%—iogiq(@”_(‘;)”
Z”:Cf vy %;&GT(_W—%_(—;)” :§[§+(_1)j”_(—;)”
S S (SRS 2 (I

0130 : Concours ENSA :
Soit #une fonction réelle :f( x)=¢ " sinx et/ %) sa dérivée d’ordre 4 ; alors : /‘4) (#)=

AO-f(#) BO ~4/(») cO4/(») DO-3/(»)

Solution : On utilise : (Leibnitz) : u+v( ) ZC u< )xv(n_k)

u><v( ) kicnku( >xv(n k) etona: /(x)=e_”sinx:z/><v
(e7*sin x)( ) :icfe'*( )xsin x(4_k) :Cfe‘x(o) xsin x(4) +Cie‘x(1) xsin x(g) +Cfe‘x(2)xsin x(z) +Cfe‘x(3) xsin x(l) +Cfe‘x(4) xsin X(O)

k=0

.
SN r

- (o] 1 2 3 4 5

o | 1
-~ (@~ C&q 1 1 1 I
2| 1| 2|1
7 3| 1|3 |3]|n
=5nX a1l 2 |

5 1 5 10 10 5 1

(e‘X sin x)(4) —1e xsinx+ 4(—e‘x)>< (—cosx)+6e* x(—sinx)+ 4(—e‘x)>< cos x+1e7* xsin x
Remarque : En utilisans le Triangle de Pascal on trouve les coefficients :
(e’xsinx)( ) f(x)+ 48eosx —6f (x) - 48>eosx + f (x) =4 (x)

On doit donc cocher BX

G) Type de Tirage : n le nombre total de boule et p le nombre de boule tirées
Tirage simultané : Il s'agit d'une situation de combinaisons : C! ; I’ordre n’a pas d’importance

Tirages successifs sans remise :
L’ordre est important Il s'agit d'une situation d’arrangement : A’
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Tirages successifs avec remise : n°
H) La probabilité d’un événement
1)Une situation équiprobable est une expérience ou toutes les éventualités ont la méme probabilité d’étre
nombre de cas favorables
nombre de cas possibles

réalisées et si A est un évenement alors :P(A) =

cardA

cardQ
2) La probabilité d’un événement est la somme des probabilités des événements élémentaires qui le
constituent.

3) La probabilité P(A) d’un événement A est telle : 0 <P(A) <1 et P(Q)=1 et P(J)=0
4)p(A)=1-p(A)
5)Si deux événements A et B sont incompatibles alors : P(AUB)=P(A)+P(B)

6)Si A et B sont deux événements d'une expérience aléatoire, alors :

P(Au B): P(A)+ P(B)—P(Am B)et P(B—A): P(B)—P(A)

Q131. Concours de Médecine et de pharmacie « Marrakech » Juillet 2010

On lance trois dés cubiques numérotées de 1 a 6 non truqués et de couleurs différentes une seule fois et d’un
seul coup.

La probabilité d’obtenir une somme égale a 5 est égale a :

1
AO ﬁ BO % cO é DO 9 EO autreréponse

Solution : resulat dél+ resulat dé2 + resulat dé3 =5

le: cardQQ=6x6x6=6°
Les possibilités sont : 1+1+3=5; 1+2+2=5; 1+3+1=5; 2+1+2=5; 2+2+1=5; 3+1+1=5
cardd 6 1 1

il Ya 6 possibilités : 7= P ) NG

Donc: p(A)=

On doit donc cocher CX

I)Probabilité conditionnelle : Si A un événement de probabilité non nulle
R AlB

La probabilité de B sachant A est : P,(B)= P(P(T\) )

Si A et B sont tous deux de probabilité non nulle, alors les probabilités conditionnelles

P(A/B) et p(B/A) sont toutes les deux définies etona: P(ANB)=P(A)xP,(B)=P(B)xP,(A)

J) Probabilités totales :Si 41, A2,.... . An forment une partition de 'univers €2 et si pour tout i compris
entre 1 et n, P(Ai)# 0 alors pour tout événement Bona: p(B)=p(BNA)+p(BNA)+..+p(BNA)

P(B)= P(A)P.(B)+P(A)P, (B)+.-+P(A)P, (B)
Cette égalité est nommeée loi de probabilités totales

K) Evénements indépendants : Deux événements A et B de probabilité non nulle sont indépendants si et
seulement s’ils Vvérifient une des trois conditions :

Ps(A)=P(A) ouP,(B)=P(B) ou p(ANB)=p(A)xp(B)
L) Arbre pondéré : a) Dans le cas d’une expérience aléatoire mettant en jeu des probabilités conditionnelles

dans un univers E, on peut modéliser la succession de deux épreuves a 1’aide d’un arbre pondéré. Pour cela,
on peut envisager deux niveaux de branches : un premier niveau qui indique la probabilité de 1I’événement A,
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puis un second niveau qui permet de figurer les probabilités conditionnelles en rapport avec I’événement B.

ler niveau 2éme niveau Evénement
(correspondant au
chemin parcouru)

Pa(B) B ANB
pia) A
Pa(B) B ANEB
E B
Pa(B) = ATYB
P(A) A
Pa(8) B ANEB

Une branche relie deux événements. Sur chaque branche, on note la probabilité correspondante. Ainsi, la
probabilité de la branche reliant Aa B est : P, (B)
Un chemin est une suite de branches ; il représente 1’intersection des événements rencontrés sur ce chemin.

La probabilité d’un chemin est la probabilité de I’intersection des événements rencontrés sur ce chemin.
Un nceud est le point de départ d’une ou plusieurs branches.

Regle du produit :La probabilité d’un chemin est le produit des probabilités des branches composant ce
chemin :
PANB)=P(A)xP 4(B) : PIANB)=P{A)xP 4(B) -P(ANB)=P(A)xP 4(B) : P(ANB) =P (A) xP 4(B)
Regle de la somme : La somme des probabilités des branches issues d’un méme nceud est égale a 1 :
P(A)+P(A) =1 et PalB)+P4(B)=1

b) La probabilité d’un événement est la somme des probabilités des chemins conduisant a I’événement, on
appelle cette probabilité la formule des probabilités totales.

Exemple : On jette une piece.

= Si on obtient pile, on tire une boule dans I'urne P contenant 1 boule blanche et 2 boules noires.

= Si on obtient face, on tire une boule dans ’'urne F contenant 3 boules blanches et 2 boules noires. On peut
représenter cette expérience par l'arbre pondéré ci-dessous :

1/3 B p(P—B) = 1/6
1/2 P
2/3 N p(P—~N) = 1/3
y 3/5 B p(FAB) = 3/10
F
2

N p(FIN) = 1/5
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0132. Concours de Médecine Dentaire Juillet 2018

Une usine qui fabrique des smartphones dispose de deux machines A et B
La machine A assure la fabrication de 70% du produit dont 5% sont défectueux
La machine B assure la fabrication de 30% du produit dont 1% sont défectueux

On choisit au Hazard un smartphones d’un lot

http://www.xriadiat.com

a) La probabilité de I’événement : D : » le smartphone choisi est défectueux » est :

6 38 5
AOy(D)=—— BO(D)=—— COpD)=—2—
7 2) 1000 7 2) 1000 7 2) 1000

b) On a choisi un smartphone du lot ; sachant qu’il est défectueux

La probabilité que le smartphone soit fabriqué par la machine B est :

Aol gpo2¥ cold pol
38 3 38 38
Solution :
1 005 — P
A=
u,?// 03— 5
!2/
‘\\\

0,3\ og —— P
fj _.--'-'---- "
T,
(3 h_'_'_'—-_________ 5

a) p(D)=0,7x0,05+0,3x0,01=0,035+0.003=0,038 =

P(BND) 0,3x0,01 0,003 3
P B — _ e Y _° i
o) Po(B) =55 " o0s oom 3 = CT3s

1000

1
O A(2)= 1000
38
=B DP(D):—'IOOO

0133. Concours de Médecine et de pharmacie Juillet 2006 « Marrakech »

Répondre en cochant les propositions justes

Une étude de la population a faire apparaitre que 40 % sont des fumeurs et que 30 % ont une maladie

respiratoire ; Parmi les fumeurs 60 % ont une maladie respiratoire
Une personne a été choisie dans la population

La probabilité pour qu’il soit fumeur sachant qu’il a une maladie respiratoire est :

AOo,s BOo,4 cOq
Solution: P(M)=0,3; B, (F)="?

DO o6 EOo,s

0,4

//
\\‘\

2

0,6 I

P(M)=0,4x0,6+0,6x Pﬁ(M)zO,S

. 0,3-0,4%0,6

P (M)

P(F)_P(FHM)_ 06x04 024
"V P(M) 0,6x0,4+0,6x01 0,24+0,06

=0,1

Donc :

08= AOo,s
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Q134. Concours ENSA 2013

Le comité du concours ENSA sait par expérience que la probabilité de réussir le concours est 0,95, pour
I’étudiant(e) ayant mention « trés bien » au Bac et de 0,5 pour celui ou celle qui a la mention « bien » au Bac
et de 0,2 pour les autres. il estime aussi que parmi les candidats aux concours ENSA 2013 ;35% ont mention
« tres bien » et 50% ont mention « bien »

Si I’on considére un(e) candidat(e) 2013 au Hazard ayant réussi le concours ENSA ; la probabilité pour qu’il
(ou elle) n’ait ni mention « tres bien » ni mention « bien » est :

AOo,0144 BOo, 0489 C 0Oo,1444 D O o0,0489

Solution : il faut bien lire les énoncés et construire un arbre pondéré

35% ont mention « TB » ; 50% ont mention « B » ; 15% ont mention « A » (100%-35%-50%)

95% mention « TB » = & ; 50% mention « B » = & ; 20% mention « A (Autre) » = &

095 —

Il
R
0,35

£!// 0,5 T
x 0,15
K |

Sachant que : un candidat ayant réussi le concours ENSA ; la probabilité pour qu’il (ou elle) n’ait ni mention
« tres bien » ni mention « bien » est : P (A) = ?c’est La probabilité de A sachant R

Ay PIANR) P(A)P.(R) 0,15x0.20

() P(R)  p(TB)Pg(R)+p(B)P,(R)+ p(A)P,(R) 0,35x0,95+0,5x0,5+0,15x0,20
) 0,03 0,03

4 )_O,3325+O,25+0,03_0,6125

0Q135. Concours ENSA 2015

Probléme 1 : On consideére plusieurs urnes de boules U, ; U, ; U, ;..U

Telles que : la premiere urne, contient trois boules jaunes et deux boules vertes et chacune des autres urnes
contient deux boules jaunes et deux boules vertes.
On réalise des tirages successifs de la maniére suivante :

» On tire au hasard une boule de U,

=0.0489 =B o0,0489

« On place la boule tirée de U, dansU, puis on tire une boule dans U,

+ On place la boule tirée de U, dans U, , puis on tire une boule U; - .. etc.

Pour tout entier N>1, on note E, I'événement "la boule tirée de U, est verte" et P, = p(En)sa probabilité.
Q135.01 : Lavaleurde P, est:

A0O0,54 B 0,40 co,44 DO 0,64
Q135.02 :  Sachant qu’on a tiré une boule verte de U, et qu'on I'a placée dans U,

La probabilité de tirer une boule verte de U, est:

A0OO0,60 B0, 46 coo,48 DO 0,45

Q135.03 : Lavaleur de P, est:

A0O0,44 BOO, 40 cnoo, 44 DO 0,64

Q135.04 : Larelationentre P, et P, est:

AOP,  =5+5P BOP,.,=2+5P, cOP,,=5+2P, DOSP,,=2+P,
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Q135.05: En étudiant le comportement de la Suite(Pn ) peut-on confirmer qu’aprés un grand nombre de

tirageona:

A) une chance sur deux de tirer une boule verte
B) une chance sur trois de tirer une boule verte
C) une chance sur quatre de tirer une boule verte
D) une chance sur cing de tirer une boule verte

Solution :
Q135.01: P = p ; E I'événement "la boule tirée de U, est verte"

2
Plzp(El):g:OA

Q135.02 : Sachant qu’on a tiré une boule verte de U; et qu'on I'a placée dans U,
On a donc la situation suivante :

e
3
U, pE1 (Ez) - g =0,6 On doit donc cocher AX

Zier tira

lier tirage E
_———'_-_-
0,6

0Q135.03 : ' E:

P, = P(E,)=Pe, (E,) P(E.) + pe (E,) p(E.) =0,6x0,4+0,4x0,6=0,48
On doit donc cocher C[X

Q135.04 : Méthodel : simple et sans calcule on doit remarquer seulement que : VheN ;0<P <1

Pour: P, ,=5+5P, et P, =2+5P, et P,,,=5+2P, ce sont des nombre supérieurs strictement a 1

n+1 n n+l
ilreste DO 5P,,, =2+P,
On doit donc cocher DX
Méthode2 :
nome tirage (nn + 1)dme tirage
ore) = S E, <52 .
= - Enva Unes
) 5y (Emin) __»E,,,
\\\‘\\. Enaa Unsa

=\ 3 2
Pn+1:p( ”+1) pE( n+1)p(En)+pEn(En+1)p(En):gP”+g(l_Pn)

I:)n+1:g+|:)n (E_Ej 5|:)n+1
5 5 5

=2+P,
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1 2

0Q135.05 : étudiant le comportement de la suite ¢’est trouver : MUQ P=? P, “c P+ =

Puisque la suite s’écrit sous la forme : U, =au, +b ;a1 on peut utiliser le résumé suivant pour

déterminer la lim u, :On résout I’équation : X = aX + D sa solution est : & = 1_a
N—+o0 —

a)Si a>1lalors: limu, =4

N—>+w0

-si Uy > @ et (u, )est croissante alors : lim u, = -0

n—+oo

-si Uy < et (u,)est décroissante alors : lim u, =—0

n—+oo

b)Si 0<a<1lalors: limu, =«

N—>+o0

-si Uy > @ alors (u, )est décroissante
-si Uy < alors (u, )est croissante

c)Si -1<a=<0 alors: limu, =« et (Un) n’est ni croissante ni décroissante

n—+co

d)Si a<—-1et Uy #& alors: limu, n’existe pas

N—>-+o0

Application : X=%X+§<:>5x=x+2<:>4x=2<:>x:%=0,5

2 i 1
A= p(E1)=g=0,4<0,5(Pn)est décroissante et O<a:é<1 alors: lim u, =5

n—+oo

Donc : une chance sur deux de tirer une boule verte

On doit donc cocher AKX

M)Variables aléatoires et Loi de probabilité

Soit un univers de probabilité fini

U ={w1, Wz, ..., Wn} (n> 1) sur lequel est défini une probabilité p et Soit X une fonction qui a chaque
élément w; de U associe un nombre réel X

On dit que X est une variable aléatoire (réelle) qui prend r valeurs avec r <n

Pour tout X; avec 1 <i<ron pose:P(X)=p(X =X) (Cas de U favorables pour X;)

et on définit ainsi une loi de probabilité que I’on consigne en général dans un tableau.

valeurs possibles de X : z; |z | 22 | ... | = | total

probabilités : p;=p(X =2;) [ pr [ p2 | - | - 1
Pour une la variable aléatoire X on peut calculer :

4
1) I’espérance de X donnée par : E(X)=>_xp(X =x)
i=1

4
2) la variance et I’écart type de X donnés par :V (X )= xp,2—(E(X ))2 et o(X)=V(X)
i=1

Q136. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie :

Soient A et B deux piéces de monnaies.

La piece A donne "face" avec la probabilité 0,5 et B donne "face™ avec la probabilité 0,25.
Lorsqu'on lance I'une de ces piéces, si on obtient "face", on conserve cette piece pour le lancer
Suivant, sinon on change de piéce.

On fait Trois lancers successifs des pieces.

On commence par lancer la piece A. On note F; I'événement on obtient "face au i -eme lancer".
1) Donner l'arbre de probabilité.

2) X désigne la variable aléatoire donnant le nombre de fois ou "face « est obtenu.

Donner la loi de probabilité de X.
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3) Calculer I'espérance de X.
Solution :1)

(- Nl

0| =

o
tn
|
=
-
N
7y
in]
0
[y
L

@)
(=] \
%2}
e
V]
4§
-
o
AV ]
~
%2}
-
|
-
b~
~
< 2
2 o
2 ™
= w «w
ol Ble B

2)
X 0o 1 2 3

p(X) 3/16 |15/32 |7/32|1/8

3) Calculer I'espérance de X.

15/32 +2 x7 /32 +3 /8 =41/ 32.

N) Fonction de répartition d’une Variables aléatoires :

Définition : Soit X une variable aléatoire. La loi de probabilité de X est définie par la fonction Fx, appelée
fonction de répartition de la variable X, définie par : Fy, =P(X < X)

Avec (X < X)= {0 € Q| X(0) <x}

0O) Indépendance d’épreuves et Répétition d’épreuves

On dira que des épreuves sont indépendantes dés lors que le résultat d’une épreuve ne dépend pas de celles
qui I’ont précédée.

P) Epreuve de Bernoulli et Répétition d’épreuves et lois Binomiales

On appelle épreuve de Bernoulli : une épreuve n'ayant que deux issues: Succes (S) et échec(E).

On appelle schéma de Bernoulli : la répétition n fois, de maniére indépendante, une épreuve de Bernoulli.
La loi binomiale : La variable aléatoire X qui lie chaque résultat au nombre de fois que cet événement se
réalise s’appelle une variable aléatoire binomiale de paramétres n et p, notée B(n;p).

Soit B(n ; p) une loi Binomiale, la probabilité d’obtenir k succes (0< k <n) est donnée :

p(X=k)=Cip(L- p)"‘k ke{0,1;..;n}
Exemplel : On lance trois fois une piece de monnaie équilibrée et soit I’événement :

A "obtenir la face F ": Calculer la probabilité de I’événement suivant :
B "obtenir face F exactement deux fois"

Solution : p(A)=% etn=3; p(X=k)=Cip*(1-p)"

ey (B

k
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Q137 : Faculté de Médecine et pharmacie et Médecine dentaire : 2023-2024

Soit une urne qui contient 5 boules bleues, 4 boules blanches et 3 boules noires, toutes les boules sont
indiscernables au toucher.

On tire simultanément 3 boules au hasard de I’urne. On répéte cette expérience n fois de suite #= 5 en
remettant dans ’urne les boules tirées apres chaque tirage.

Quelle est la probabilité d’obtenir 3 boules de couleurs 2 a 2 distinctes (n — 1) fois exactement ?

8x3" - 8nx3" cQ 8nx3"*t - 8" x 3" £ 8x3"
11" 11" 11" 11" 11"
Solution : On considére 1’événement A : Obtenir 3 boules de couleurs 2 a 2 distinctes, on a :
cardA CixC;xC; 5x4x3 3

A)= = =
P(A) cardQ Cl 220 11

3 n-1 1 n—(n-1)
La probabilité qu’on cherche : C'* (ﬂj (1——} =n

3" 8 8nx3
PPTE R n
11 11 11

2

La bonne réponse est C.
La formule utilisée : Lors de la répétition d’une expérience aléatoire n fois de maniere identique et

indépendante, la probabilité que 1’événement A soit réalis¢ exactement k fois est : C,f pk (1— p)nik avec :
P(A)=p
Q138. Concours de Médecine et pharmacie Oujda

3
Mohamed ; Ahmed et Amine ont passé un examen ; la probabilité de réussite de Mohamed est 4 et celle

2 1
d’Ahmed est E et celle d’Amine est 5

La probabilité de réussite des trois Mohamed, Ahmed et Amine est :

AO a BO 1 cO ° DO ! EO z
2 6 9 9 18
Solution : Puisqu’il y’a indépendance entre les réussites des trois :
1
Pp(R)=p(RNR,NRy)=p(R)x p(R,)x p(RQ:%x%x%:%: La bonne réponse est B P

Q139. Concours ENSA 2018

Le QCM du concours ENSA comporte 20 questions pour chacune desquelles 4 réponse sont proposees et
une seule est correcte. Un étudiant décide de remplir la grille-réponses en cochant au hasard une réponse
pour chacune des 20 questions. Pour #e N et 0 < #< 20 on note :

Aw . « Répondre au hasard exactement n fois correctement »
L’éveénement Aﬁ -est réalisé si n réponses sont correctes et 20 - n sont incorrectes.

() : Désigne le nombre de combinaison de p parmi n
Q139 :01 Le nombre de grilles-réponses possibles est :

AO 24 BO 20* co 8o DO 4%
Q139 :02 La probabilité de ne donner aucune réponse correcte est: P ( A, ) =
Al ﬁ BO 24 cd L DO a
420 420 204 80
Q139 :03 La probabilité de donner exactement n bonnes réponses correctes est : p(ﬂ)=
V4 20-7n 20-n V4
AO 63’057 BO] 63’03'47 cO 630327 DO Cﬁoz—o
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Q139 :04 La probabilité de répondre au hasard au moins 6 fois correctement est :

#=20 20-# 20— #=20 20-# 20-#
3 3 3 3
AO DY a2 Bl:lcho 5 co >y > DDz:Cg’o v
7=6 7=6
Solution :

Q139 :01 Chaque grille-réponses possible est composée de 20 questions et pour chaque question

On a 4 choix possibles, donc d’aprés le principe du produit il y a 4?° grilles possibles.
D’ou : On doit donc cocher DX
Q139 :02 Sion désigne par Q 1’univers des éventualités de cette expérience aléatoire alors

Card4, ﬁ
Card) 420

Ona: Curddy=4% et ﬂ( A )= : car pour chaqgue réponse fausse il y a 3 choix possibles.

D’ou : On doit donc cocher AKX
Q139 :03 : Désignons par X la variable aléatoire qui est égale au nombre de réponses correctes.

Cette variable aléatoire suit une loi binomiale de parametres : z = " et 20

(Car pour chaque question la probabilité de choisir la bonne réponse est z = Z)

/I V/4 ’I 20-7n ’I 320~I1 320—”
Ona:ﬂ(A”)Zﬂ(XZ”)ZCZo[ZJ (1—ZJ ZCZo;ﬁ,_,,: 07
D’ou : On doit donc cocher BX

Q139 :04 La probabilité de répondre au hasard au moins 6 fois correctement est :

7=20 " 20-n  #=20 20-#
paz6)-y a1 =Y @y
4
Q: Concours de Médecine et pharmacie
La probabilité pour qu'un candidat obtienne la note 0,25 dans cette épreuve de math sachant qu’il a choisi au
Hazard I’'une des cinq réponses possibles dans chacune des seize questions est :
416 64

1
A0 L 0 1 =5
O - B O cO DO = EI:I80

7=6 n=6

Solution : ...

Q140 : Concours de Médecine et de pharmacie « Fes » 2006

Le nombre d’habitants d’une ville est 100000. Ce nombre augmente de 10% chaque année
Aprées deux ans le nombre d’habitants de cette ville est :

O 121000 O 200000 O 80000 O 81000 O 120000
Solution : Le nombre d’habitants de la ville est 4, = 10°

Apres 1 an le nombre d’habitants de cette ville est :

A, —405+%x105 10° (1+0,1)=10° x1,1

Apres le 2 iem an le nombre d’habitants de cette ville est :
A, =10° ><1,4+%405 x1,4=10° x1,4+0,1x10° x1,4=10° x1,1(1+0,1) =10’ x1,14* = 121000
D’ou : On doit donc cocher AKX
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Géomeétrie analytigue de I'espace
1) Les opérations dans V.

o l](x; y;z)et \7(X'; Y Z')deux vecteurs dans 1’espace vectoriel V; muni de la base B( E)
Ona: U=Xi+Yyi+zket v=xXi+Yyi+z'k parsuite: u+v=(x+x)i+(y+y)j+(z+2')k

Dot U+V(X+X;y+Y;z+2") etsikestun réel alors : ku (kx;ky;kz)

«Si I est le milieu du segment [AB] alors : | (XA;XB : yAeryB : zA;sz

e Dans I'espace muni d'un repére (O;T; i E)

Si  A(X4;:YaiZs) €t B(Xg;Ys:Zg) alors E(xB — Xpi Xg — Xni Zg —Zp)

. G(x; y;z) et v(x’;y’;z')sont égaux si et seulement si :x =x',y=y'etz =7

2) CONDITIONS ANALYTIQUE DE COLINEARITE DE DEUX VECTEURS.
Soient u(x;y;z) et v(x;y';z') deux vecteurs non nuls.

Les vecteurs U et Vsont colinéaires si et seulement tous les déterminants extraits sont nuls ¢’est-a-dire : yz’'
—zy'=0etxy' —yx'=0etxz' —zx'=0

Remarques : u et v sont colinéaires si et seulement si leurs coordonnées sont des triplets proportionnels.
3) CONDITIONS ANALYTIQUE DE COPLANARITE DE TROIS VECTEURS.

Soient B(i; j; k ) une base de V, u(x;y;z) et v(x;y’;z')et w(x";y";2")trois vecteurs.
Le déterminant des vecteursa et \7 et V—V se note : det(ﬂ;\7; Vv) etona:

"

X
y! y"

LYy

Z! Z” _y 4 14

X X
det(ﬁ;Q;Vv): y y
z z

Z Z

U et V et W sont coplanaires si et seulement si det(ﬁ;Q;Vv):O

4) Représentation paramétrique d’une droite dans ’espace
Soit la droite (D) passant par le point A(XA; Yar ZA) et de vecteur directeur u(a;b;c)

M (xy;z)e(D) < FkeR/AM =ku

X — X, a X=X, +ka
S| Y=Ya |=K| b=y =Y +kb ;(keR)
z2—1, Cc z=12, +kc

Ce systeme est appelé représentation paramétrique de la droite (D) passant par le point A(xA; Yas zA) et de

vecteur directeur u(a;b;c)

5) deux équations cartésiennes d’une droite dans ’espace

Soit (D) la droite passant par le point A(XA; Yas ZA) et de vecteur directeur G(a; b; C)

: \ X=X - 1-1 : . .
Si abc =0 alors : le systéeme : 2y byA =——2 g’appelle deux équations cartésiennes de la droite(D).
a C
_ X=Xu _Y=Ya
Siab=0et c=0 alors: lesysttme: | 3 b s appelle deux équations cartésiennes de la droite(D)
7-1,=0
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6) Représentation paramétrique d’un PLAN dans ’espace

Soit P(A;G;Q) le plan qui passe par A(X,;Y,;Z,) et de vecteurs directeurs u(a;b;c) , v(a’;b’;c’)

M e P(A;ﬁ;\?)@ﬂkeR:Hk’eR/m:kﬁ+k'\7

!

X=X, a a X=X, +ka+ka
S|l y-Y, =k b |+K'| b |<y=y,+kb+kb’
-1, c ¢’ z=1, +ke+k'c’

Ce systeme est appelé représentation paramétrique du plan : P(A; G;\?)
7) EQUATION CARTESIENNE D’UN PLAN dans I’espace
Soit : P(A;G;Q) le plan qui passe par A(x,;y,;Z,) et de vecteurs directeurs ﬁ(a;ﬂ;d) : V(a';ﬁ’;&)
I’équation cartésienne du plan (P) s’écrit sous forme : ax+by+cz+d =0Avec : (a; b;C) # (0; 0;0)
Exemple : Déterminer I’équation cartésienne du plan P(A;ﬁ;\?) qui passe par A(L-3;1) et de vecteurs
directeurs : u(-2;4;1) et v(-10;2)
Solution : M (x;y;z) e P(A;ﬁ;\7)<:> det(m;ﬁ;V)zo
x-1 -2 -
AM (x-Ly+3z-1) oly+3 4 0 :0®(x—1)‘4 0‘—(y+3) N _“+(z—l)‘_2 _“:0
11 3 12 1 2 4 0

8(x-1)+3(y+3)+4(z-1)=08x-8+3y+9+4z-4=0

(P):8x+3y+4z-3=0
8) Position relative de deux droites dans ’espace
Pour étudier la position relative de deux droites de I'espace Il suffit d'étudier leurs vecteurs directeursu et v.

Soient D(A;ﬁ) et D’(B;\?)
SiU et Vsont colinéaires alors les droites(D) et (D')sont paralleles.

Deux cas sont alors possibles :
—si A appartient a D', alors les droites D et D’ sont confondues ;
—si A n‘appartient pas a D', alors les droites D et D' sont strictement paralleles, leur intersection est vide.

SiU et Vne sont pas colinéaires alors les droites D et D' : sont soit sécantes (leur intersection est un point)
soit non coplanaires (leur intersection est vide).
9) Position relative d’une droite et d’un plan dans ’espace

a) Propositionl : La droite D(A;ﬁ)et le plan P(B;G;Vv) sont paralleles si et seulement si les vecteurs l] et
\7 et VV sont coplanaires et dans le cas contraire la droite coupe le plan

Proposition2 : Soit la droite (D) passant par le point A(XA; Yas ZA) et de vecteur directeur l](a;,B;y)et un
pIan(P) d’équation cartésienne : ax+by+cz+d =0

(D) /1 (P) si et seulement si acz+bB+cy =0

(D) coupe (P) si et seulement si aa+bf+cy #0

Remarquel :si (D)//(P)alors Tout vecteur directeur de (D)est alors un vecteur directeur de (P)
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b) Autre méthode pour étudier la position relative d'une droite et d'un plan ?

On étudie la position relative d'une droite D passant par A, de vecteur directeur U et d'un plan (P) de

vecteur normal N . On s'intéresse alors aux vecteurs U et N
*Si U et Nsont orthogonaux, alors la droite (D) est paralléle au plan (P).
Si, en outre, le point A appartient au plan (P), alors la droite (D )est incluse dans le plan (P).

Sinon, la droite (D) est strictement paralléle au plan (P) et leur intersection est vide.
¢Si U et N ne sont pas orthogonaux, alors( D )et(P) sont sécants et leur intersection est un point.

o Si G et ﬁ sont colinéaires, alors la droite (D) est orthogonale au plan (P) (D) L(P)

Remarque2 : Il existe plusieurs fagons de montrer qu’une droite (D)est incluse dans un plan (P).Une
méthode consiste & montrer dans un premier temps que (D)est paralléle a (P) puis dans un deuxiéme temps
qu’un point de (D)appartient a (P)

Q141 : Concours de Médecine et pharmacie et Médecine dentaire : 2023-2024

Soient deux plans (P) et (P')d’équations cartésiennes : (P):x—y—z+2=0 et (P'):x+z-2=0

X=1+t
Et ladroite telle que : (A):<y=2+2t : (teR)

z=1-t
AO(A)c(P);BO(A)L(P);CcO(A)N(P)=9@ ;DO (A)N(P)=< ;EDO (A)L(P)
Solution : Ona: n(L-1-1)est un vecteur normal du plan(P) et n’(10;1)est un vecteur normal du plan
(P') et u(L2;—1) est un vecteur directeur de (A) et A(L2;1)e(A)
Ona: Ae(P)et Ae(P’) Donc: (A)(P)=D et (A)n(P) =D
Donc : C et D sont Fausses

- . 1 2
Et puisque : u(1;2;—1) et n(%-%-1) ne sont pas colinéaires car 11 alors : B O fausse

~ - 1 O
De méme : u(1;2;-1) et n(1;0;1) ne sont pas colinéaires car : 173 alors : E O fausse

On doit donc cocher A X
Remarque : On peut montrer que A I VRAIE
Ona: (A)lI(P) car: u-n=1x1+2x(-1)+(-1)x(-1)=1-2+1=0 etOna: Ae(P)
Parsuite : (A) < (P)
10) Position relative de deux plans : Soient deux plans (P) et (P')d’équations cartésiennes :
(P):ax+by+cz+d =0 et (P'):ax+by+cz+d'=0
1) (P) et (P') se coupent si et seulement si leurs vecteurs normaux sont non colinéaires : ¢’est-a-dire :
a b b ¢ . . .

, . |#00ou| ~ 1#0ou| ~ #0 etleurintersection est une droite
a b a ¢ b" ¢
2)(P) /1 (P') si et seulement si leurs vecteurs normaux sont colinéaires
a b

C’est-a-dire:| , [=0cet
a'" b

a ¢

c
b" ¢

a ¢
a ¢

=0 et =0
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! bl !
3)si a=0 et h#0 et ¢~ 0alors :(P)II(P’)@%:E:%
Exemple :(P):6x+8y+10z-1=0 et (P'):3x+4y+5z-3=0
6 8 10
—=—=— =2 - (P)II(P'
Ona R donc : (P)II(P")

11) Droite d’intersection de deux plans

Pour trouver la représentation paramétrique d’une droite qui est I’intersection de deux plans.
Voyons une stratégie qu’il est possible d’employer :

Exemple : Soient les plans (P) et (Q) d’équations cartésiennes respectives :
(P):x-y-32-2=0 (Q):2x+y+z-1=0

Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D) intersection de (P) et de (Q).
X-y-3z-2=0

2X+y+2-1=0

Il va donc falloir étre capable de passer de ce systeme a une représentation paramétrique :

Une technique consiste a prendre une des coordonnées comme parametre, par exemple puis a exprimer les
deux autres coordonnées en fonction de z.

Solutions :(D) a pour systéme d’équations cartésiennes : {

_ 7
X=y+37+42 X=Y+32+2  |x=-Z7-1+37142 |y_1.2,
X=Yy+37+2 34774320 7 . . 3
&3y +7243=0&y=——7— .
2(y+32+2)+y+z—1=0 zy—z y 3 And Y=—§Z—1 = y:—1—§z
B =1 =2 =1
x:1+§k
. . - . (D
Une représentation paramétrique de (D) est donc ( )@ y:—l—%k (keR)
2=k

(D) Passe donc par le point A (1 ;-1 ; 0) eta pour vecteur directeur :G(%;%?;lj ou v(2,-7;3)

Remargue : Pour trouver un vecteur directeur de droite (D) intersection de (P) et de (Q).
(P):x-y-32-2=0 (Q):2x+y+z-1=0

|1 suffit de calculer : u=nAn’ avec : n(1-1-3) un vecteur normal de (P) et n (2;1,1) un vecteur normal

1 2
de (O). Gnni s inv=| T Mot 250t R gk 11
e(Q).u= ; = - + =2i-7j+ ; -
(Qu=nan5 uav=) o=l 2 g0 J -

Donc : u(2;-7;3)
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Le produit scalaire de deux vecteurs ’espace :
Dans tout ce qui va suivre, ’espace (&) est muni d’un repére(O;f; i; R) orthonormé.

A) Le produit scalaire de deux vecteurs I’espace

1) Soit U et v deux vecteurs de I’espace. et soient A ; B et C trois points ’espace tel que : u=AB et
v=AC ;le produit scalaire deu et v dans I’espace est le produit scalaire de AB parrc dans le plan ABC,
Noté UV et ¢’est un nombre réel définit par :

Si u=0 ou v=0 alors uv=0

Siu=0etv=0alorsetsi Hle projeté orthogonal de C sur la droite (AB) et alors

v = AB.AC = AH x AB

2)Toutes les propriétés du produit scalaire dans le plan sont aussi vraies dans I’espace

3) Soit U et v deux vecteurs de I’espace.

- uv =0, si I'un des deux vecteurs u et v est nul

- uv= Hﬁ”x Mx cos(ﬁ ; \7) , dans le cas contraire.

4)6 et v sont orthogonaux dans I’espace si uv =0 etonécrit: u Lv
5)Si u= AB .La norme du vecteur u, notée HGH est la distance AB etona:

— —-2 [—— ) 2
HUH =Vu" =vuu etu =y
6)Pour tous vecteurs l], Vet w de I’espace., on a:
a) uv=vu b) ﬁ.(k\7) =ku.v, avec k un nombre réel. ¢) ﬁ.(V+Vv) =UV+UW

d) (U+v) =u"+ 20340 @) (G-v) =0" 20k (Uev)(i-v) =i -V
ofil-oei- wfea ] (T i) e s i - -
D<ol oy <[l

S
m) Soit A, B et C trois points de I’espace : ona: AB.AC = E(AB2 +AC? - BCZ)
Ou:BC? = AB*+ AC? —2ABx AC cos A ( EL Kashi)

B) analytique du produit scalaire dans I'espace
Dsi:u=xi+yj+zk et v=xi+y'j+2z'k sont deux vecteurs de I'espace alors :

uv =xx+yy +zz’ et HGH:JXZ+ y2+ 22
2)si A(Xa; YaiZa)et B(Xg;Yg;zg)alors: AB:\/(XB_XA)2+(yB—yA)2+(ZB_ZA)
3) Soit u(a;b;c)un vecteur non nul et A(X,;Y,;Z,) un point de I’espace et k e R

2

L’ensemble des points M (x; y;z)dans I'espace tel que : U.AM =K c’est un plan d’équation cartésienne :
ax+by+cz+d=0
4)Un vecteur non nul i est dit normal au plan (P)si, pour tous points A et M de(P) , ona n.AM =0

5)Un vecteur est normal a un plan si et seulement s’il est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires de ce
plan.

6) Soient a ; b et ¢ des réels non tous nuls quelconques. L'ensemble (P)des points M (x; y;z)tels que

ax+by+cz+d =0 est un plan dont un vecteur normal est n(a;b;c).
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7) L*équation cartésienne du plan passant par : A(x,;y,;z,) €t de vecteur normal ﬁ(a; b;c)est:
ax+by+cz+d =0 avec : d =—(ax, +by, +cz,)

8) Soient : (P) :ax+by+cz+d =0 et (P)' ;a’Xx+b'y+c'z+d’ =0 deux plans dans ’espace et ﬁ(a;b;c)
et n’(a’;b’;c') deux vecteurs normaux respectivement a (P) et (P')

a) Les plans (P) et (P') sont paralleles si et seulement si net n' sont colinéaires

b) Les plans (P) et (P") sont sécants si et seulement si net n sont non colinéaires

c) Les plans (P) et (P')sont perpendiculaires si et seulement si net n sont orthogonaux
C) Distance d'un point & un plan :Soient : A(X,;Y,;Z,) unpointet(P) :ax+by+cz+d =0 un plan dans

I’espace avec (a;b;c)#(0;0;0)et H est le projeté orthogonal de A sur le plan.la distance du point A au plan
_|ax, +by, +cz, +d|

Jai+b*+¢c?
Remarque : pour tout point M du plan (P)ona AH =AM

D) Etude analytigue de la sphere : 1) Soit Q un point dans I’espace (&).

R et un réel positif. La sphére de centre Q et de rayon R est 1’ensemble des points M dans (&), tels que QM
= ROnlanotepar:S(Q, R)={Meé&/ QM =R}

2) Soit Q(a, b, c) un point dans I’espace et R >0, la sphére S(Q, R ) a une équation cartésienne de la forme
(x—aP+(y—b)2+(z—c)P=R2 (1)

3) Si: a2+b?2+c2—d >0 alors : I’ensemble des points M (x; Y; z) de I’espace tel que :

x? +y? + 2% - 2ax — 2by — 2cz +d = O est une sphére de centre Q(a;b;c) et de rayon R=+/a2+b2+c2—d
4) Soient : A(XA; Yas ZA) et B(XB; Y ZB)deux points de 1’espace. L’ensemble des points M (x; Y; Z) de

(P)est la distance AH etona: d(A;(P))

I’espace tel que : MA-MB =0 est la sphére de diamétre [ AB]

et d’équation cartésienne : (X—X,)(X=Xg )+(Y =Y )(Y—V¥5)+(z2-2,)(z2—-25)=0

5) I'ensemble des points équidistants de deux points A et B dans I’espace est un plan de vecteur normal
AZ et passant par | le milieu du segment [ AZ]

Q142 : Concours de Médecine et pharmacie 2022
Dans ’espace rapporté a repere orthonormé ; on considére les deux points 4(7,2:3) et Z(2;0:1) ;

I’ensemble des points #Z( x; p; =) équidistants des points .4 et _Zest :
AOLleplan: ¥+ py+2=6 BOLeplan: 2x—4py—42z=—9

X+py+z=6

COLleplan: 2¥—4py—4z= D O la droit
eplan: 2Zx—4py—42=9 a r0|e{2x_4y_4z:_9

E O Autre réponse
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Solution : I'ensemble des points équidistants de deux points A et B dans I’espace est un plan de vecteur
normal AZ(1;-2;—2) et passant par | le milieu du segment [ 42

- 1+2 0+2 1+3 <y 3
Lemllleudusegment[AB]est:/( > "2 2 Jc’est-a-dlre:/[zﬂ;ZJ

Donc : le plan a pour équation cartésienne : ¥—2y—2z+4=0

3
/(5;4;2jex—2y—2z+d:o : ——2—4+d=0<:>d:2
2 2 2

x2

(2) : 4’—2}/—22+% =0=2x-4y—42+9=0 On doit donc cocher CIX]
Q143 : Concours de Médecine et pharmacie 2018-2019 FES : Juillet 2019
Dans 1’espace rapporté a repére orthonormé (O Z ;, Z’) I’ensemble des points #Z( a7 =) tels que :

X—py+z=0
{xz+;/2+zz—2018=0 ©
AOuncercle BDOunplan C O une droite passant par le point O( 0;0;0))
D [ la sphére de centre O est de rayon 2018
E O la sphere de centre O est de rayon J2018

st

X—py+z=0 o
A2+ P+ 22— 2018=0
L’intersection entre la sphére d’équation : (+—0 )2 +(a-0 )2 +(x-0 )2 - J2018" (de centre
O(0;0;0) etderayon 2018 et ladroite d’équation (D) : ¥— y+ 2= 0
0+0+0

d(0;(P))= [ox0+d . V2018

N
L’ensemble cherché est un cercle

(Le grand cercle : le cercle de centre (00,0 ) et de rayon J2018 )

On doit donc cocher A X
0144. Préparation du Concours de Médecine et pharmacie

Dans 1’espace rapporté a un repére orthonormal (O; 7, ;; &), on considére le plan ( 2) défini par :
(P):2x-3p+2-6=0

A O le plan (2) ne passe pas par le point 4(3 ;0 ;0)

B O Soit le point 2(5 ;=3 ;1) ; le vecteur 42 n’est pas normale au plan ( 2)

C O Une équation cartésienne du plan (2 ) qui passe par Z( 5 ; —3 ; 1) et parallele plan ( 2)

est: (2):2x=3py+2+20=0

DO Lespoints: 4(3 ;0 ;0)et (5 ;—3 ;1)nappartiennent pas au plan : (&) : x+p+2-3=0

Solutions : L’ensemble des points #Z( 4 p; =) tels que : { st

E O Les plans( 2) et (&) se coupent suivant une droite (A) qui passe par 4(3 ;0 ; 0)
et de vecteur directeur (4 ;1 ; —5).

Solution : (2): 2¥-3y+2-6=0; A(3;0;0)

Pour:AO:Ona: 2x3-3x0+0-6=0 donc: A< (P)

Par suite = A [ faux

Pour:BO: 4D(2 ;-3 ;1) et (£):24-3p+2+20=0

Donc : 42 est un vecteur normal au plan ( 2) =B O faux

Prof : ATMANI NAJIB 123 Oaall sl g (o A iy a5 go




http://lwww.xriadiat.com 2BAC (PC et SVT) et (2BAC SM) PROF: ATMANI NAJIB
Pour : C O : Une équation cartésienne du plan ( Z) paralléle au plan ( 2)

est: (2 ):2x4-3py+z+d=0 etpuisque: De(2) alors: 10+9+1+d=0 < 4=-20
(2):2x-3p+2-20]=0=C O faux

Pour:DO:Ona: (R):3+0+0-3=0donc: Ac(R)

Ona: (R):5-3+1-3=0 donc: < (R)=D 0O faux

On doit donc cocher E X

Remarque : On peut montrer que E LI VRAIE

On va déterminer I’intersection des deux plans (P) et(R)

(P):2x-3y+z-6=0

(R):x+y+z-3=0

Il va donc falloir étre capable de passer de ce systeme a une représentation paramétrique :
Une technique consiste a prendre une des coordonnées comme parameétre, par exemple puis a exprimer les
deux autres coordonnées en fonction de z.

Résolution du systéme d’équations cartésiennes : {

L oy_7.3 x=£z—z+3
X=-y-7+3 X=-y-2+3 X=-y-12+3 . >

2x-3y+2-6=042(-y-z+3)-3y+2-6=0=:-5y-7=0 <« y:—%z = y:—%z

.1=1 = 1=1
=1 l1=17 1=1

x=ﬂz+3
5

1 i . . .
©1y=-zz Donc: Les plans( Z) et ( &) se coupent suivant une droite (A) d représentation

’1=1

: 1
paramétrique < (A):{y= —t

(A ) Passe donc par le point 4( 3 ; O ; 0 )et a pour vecteur directeur :\7(%;%1;1) et 5v(4;-15)

est aussi vecteur directeur de (A) : On doit donc cocher E [X

5) L’intersection d’une sphére et une droite :
Soient D(A;u) une droite de I'espace qui passe par A(X,; Y,;Z, )€t de vecteur directeur u(a;b;c) et(S)
une spheére de centre Q(a;,B; 5) etde rayon R , H le projeté orthogonal du point Q sur la droite (D).

Notons : d = QH (distance de Q a la droite (D))
eSid> R alors ladroite(D) et la sphere (S) n‘ont pas de points en commun, l'intersection est vide.
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Sid= R alors ladroite (D) et la sphere (S) ont un unique point T en commun et dans ce cas on dit que la

droite (D) esttangente en T & (S) et pour déterminer les coordonnées de T on résout le systéme : (*)
X =X, +ak
y =y, +bk
z=12,+ck

(X—a)2 +(x—ﬂ)2 +(x—5)2 =R2
eSid < R alors la droite D(A;l]) et la sphere (S) en deux points en commun B et C symétriques par

rapport au point H, dans ce cas on dit que la droite (D) est sécante a (S). ( QB=QC=R))
et pour déterminer les coordonnées de B et C on résout le systeme : (*)

Remarque : Etudier la position relative de la sphére (S)et la droite(D)revient a résoudre un systeme forme

par 1’équation de la spheére et une de représentation paramétrique de la droite
6) L'intersection d’une sphére et un plan

Soient (S) une spheére de centre Q(«a; 3;6) etderayon R, (P) :ax+by+cz+d =0un plan de I'espace,
nommons H le projeté orthogonal de Q sur le plan (P)et d =QH, la distance du point Q au plan (P).
eSid> R alors le plan (P)et la sphere (S) n'ont pas de points en commun, l'intersection est vide.
Sid= Ralors le plan (P)et la sphere (S) ont un unique point en commun et dans ce cas on dit que le plan
(P)esttangenten T a (S)et pour déterminer les coordonnées de T on résout le systeme : (* *)

X=a+ak

y = [ +bk

Z=0+ck

ax+by+cz+d=0
Sid < R alors I'ensemble des points commun au plan (P)et la sphere (S) est le cercle du plan(P) de
centre H et de rayon JR2—d2 (Théoreme de Pythagore ), dans ce cas on dit le plan (P)est sécant a (S) et
pour déterminer les coordonnées de H on résout le systéme : ()
7) le plan tangent a une sphére en un point : Soient (S) une sphére de centre Q et Ae (S)
Il existe un plan(P) unique de I'espace tangent a la sphére en A et définie par : M e(P) < AM.AQ =0
Q145.  Concours de Médecine Dentaire Juillet 2018
Dans 1’espace rapporté a un repére orthonormal (O; 7, ;; &), on considére le plan ( 2) défini par :
2x+2p-z+4=0 etlespoints: A(0 ;—1;2) ; B(—-2;0;0); C(—1;0 ; 2)etlasphere: (.5)
d’équation : #2+ P2+ 22 - 24— 2y+22-6=0
a) Le plan(#) coupe la sphere(.5) en:

A O Un point BOUncercle COUnsegment D [ Ne se coupe pas
b) La Surface du triangle : 4ZC est égale a :
A I:IJ? B Df C IZI% DO JZ_"

Solutions : a) (.5) d’équation : 42+ g2+ 22 + ax+ by+ cz+4=0 apour centre :

Jaz+b2+c2—4d
2

Q(——;——;—fjetderayon: R=
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A +pp+ 22 —24-2p+22-6=0 :lecentreest: Q(1 ;14 ;—1) etderayon:
\/(_2)2 +(_2)2 +(2)2 —4x(-6) _ J36 _3 et: d (Q;(P)) _ ‘2><1+2><1—(—1)+4‘ _9 -3-R

2 2 \/22+22+(—1)2 Vo
Alors le plan (P)et la sphere (S) ont un unique point en commun et dans ce cas on dit que le plan (P)est
tangenten T a (S). On doit donc cocher AKX

R =

b) La Surface du triangle : 4ZC estégaled: S,,. = %HE A A—CH

ﬁ(xB —Xp1¥s = YaiZs —Z4) ﬁ(—Z;l;—Z) et A—C(—l;l;o)

- -2 -1~ -2 -14- - - -
j+ k=2i+2j-1k
-2 0 1 1

ABAAC = i—

HEAEH = \/(2)2 +224(-1) =9=3 Donc: S :g On doit donc cocher CIX

0Q146. Concours de Médecine dentaire « Casablanca »2009

L’espace est rapporté & un repére orthonormal (0; 7 7 &), V#€ Ri On considére le plan ( £, ) d’équation :
A— p+ 22— = 0 et Soit ( 5) la sphére d’équation : 42+ 2+ 22— 24— 2p—2=0
La valeur de 77z pour laquelle le plan ( £, ) est tangent a la sphére( 5) est:

IN=R 3 BO 26 co b6 Duﬁ E0 23

6
Solution :
x* +y? + 2% —2ax — 2by — 2cz +d = O est une sphére de centre Q(a;b;c) et de rayon R=+/a2+b2+c2—d
ARty 22— 2xAx—2xAp—2x02=2=0 = Centre Q(L1,0) et R=,[12+12+02—(-2) =/4 =2
|1 1+2x0-m| | m| |m|

1/ 2y 6 B
_Dans I’espace rapporté a un repére orthonormal (O; 7, 7, £), on considére le plan (2) défini par :
2x—p—22z+2=0 etlasphére: (8 d’équation: 42+ 2+ 22— 64+10z2—2=0
Une représentation paramétrique de la droite passant par le centre de sphére : (.5") et perpendiculaire au plan

=2&m= +2\/_ On doit donc cocher E X

X=3+2t X=3-2t X=3+2t X=-3+2t
(2)est:AO {y=-t (teR) BO{y=t (teR) CcOqy=-t (teR)DOJy=-t  (teR)
1=-5-2t 1=-5-2t 1=5-2t 71=-5-2t

Solutions :a) (2): 24—y-2z+2=0 = (2 ; —1 ;— 2 est un vecteur normal au plan ( 2)
Donc: #( 2 ; —1 ;— 2 ) est un vecteur directeur a la droite passant par le centre de sphere : (.5) et
perpendiculaire au plan ( Z)

Lo 4
Engénéral : (8): 2+ 2+ 22 +av+by+cz+4=0 apour centre : Q(—%;—E;—g)

¥+ +22—-6x+10z—2=0 :lecentreest: Q(3,0,;-5)

X=3+2t
Alors : une représentation paramétrique de cette droite est : {y =-t (t € R)
7=-5-2t

On doit donc cocher AKX
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PRODUIT VECTORIEL.

L’espace (&) est muni d’un repére (O;T; ] R) orthonormé direct

1)DEFINITION DU PRODUIT VECTORIEL : Soient u et v deux vecteurs.
Le produn vectoriel des deux vecteurs u et v est le vecteur w=u AV tel que :
*Si U et v sont colinéaires alors : UAV =0

e Siu etv sontnon colinéaires

Le vecteur W=UAV esttel que:w_Lu et wLlv etla base(ﬁ;V;Vv) est directe

[a AV =|u]l-[v|sin (G; v
Remarque :si u et v sont non colinéaires.

Soit A un point dans I’espace ; ils existent deux points dans I’espace B et C tels que : U=AB et v=AC Jles
pomts A, B et C étant non alignés, ils définissent un plan (P) dans I’espace (&).

Et w= AB A AC est un vecteur normal au plan (ABC) (utilisable pour déterminer I’Equation cartésienne
d’un plan.)

2) Propriétés : a)u AU =0 b) v AU =—(G/\\7) ) (G+V)AVV=(GAVV)+(\7A\TV)

GA (T4 W)= (GAW)+(Vaw) (20)AV=2(dAW)=UA(47)

d)Soient A, B et C trois points non alignés on a Hﬁ /\EHZ est la surface du parallélogramme ABA'C
e) Soient A4, B et C trois point non alignés, la surface du triangle ABC est: S,;. = %Hﬁ A EH

f) A, B et C sont alignés si et seulement si et seulement si ABAAC=0
g) sin (u, v)=I1—_1
]l
3)L’EXPRESSION ANALYTIQUE DU PRODUIT VECTORIEL
Soient B(i; j;k ) une base orthonormée directe de V'3, et deux vecteurs U(X; y;2)et U'(X’Y";2')

. d x x' x x| _
inu' = |y Y| T—p—34T+[y Y|k
z =z z z' .

4) Intersection de deux plans
Soient (P) et (Q) deux plans dans I’espace ou N est un vecteur normal sur (P) et m est un vecteur normal sur

(Q), si n et-m sont non colinéaires alors (P) et (Q) se coupent selon une droite (A) dirigée par nam
5) Distance d’un point par rapport a une droite.
Soient D(A;G):une droite dans 1’espace et M un point ; la distance du point M & la droite (D) est/

d(M;(D)) = MH = Ju ’ﬁ'\" | (Cette propriété reste vraie si M € (D))
u
Q148. Concours de Médecine et pharmacie 2013-2014 Oujda : Choisir la bonne réponse

A tan(a+b) = tanaz—tant

1—tanaxtanb
B O Le nombre de mot de 6 lettres qui un sens ou non qu’on puisse former avec tous les lettres du mot
« poumon » est 360
C O Le produit vectoriel des deux vecteurs est un nombre algébrique

D [ Le produit scalaire est toujours positif  F [J tan;+tan27+tan3?+tan45—” =1
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Solution : Methodel : On proceéde par élimination des réponses :

T
;o tan0—tan—

AO tan(0+z):

/I—tan0><tan£
4

Vs
T tanO—tanZ 0-1

tanz—4et P 1=—4:AE|faux
/l—tanOxtanZ —Ux

B O Le nombre de mot de 6 lettres qui un sens ou non qu’on puisse former avec tous les lettres du mot
« poumon » est : Le nombre de permutations que I'on peut constituer si certains des eléments sont
Identiques.

Lorsque seuls k éléments sont distincts (k <n), chacun d'eux apparaissant n,, n,,-.., n fois, avec
n!
n xn,x..xn!
n, =2 (2 fois la lettre O ) et n, =1(1 fois la lettre p ) et n, =1(1 fois la lettre u)
et n, =1(1 fois la lettre m ) et n, =1(1 fois la lettren) : n, +n, +n;+n,+n. =6
6!

PR=r——————

21Ix 11k 1!
On doit donc cocher B X
Remarque : C O Le produit vectoriel des deux vecteurs est un vecteur = C[J Faux
D O Le produit scalaire peut étre négatif :
u=1i+0j+0k et v=—1i+0j+0k sont deux vecteurs de I'espace alors :
UV =—1x1+0x0+0x0=—-1<0 =D Faux

4 2 3z 4r T 27 27 T
FO tan—+tan— + tan— + tan — = tan—+tan—+tan(7r——j+tan(;r——)
5 5 5 5 5 5 5

n+n,+..+n =netn=1ona:P =

(P, permutations avec répétitions)

=6x5x4x3=30x12=360 =B vraie

T 27w 27w T
=tan— +tan— —tan — — tan— = 0 = E[] Faux
5 5 5 5
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Le symbole somme
A) Définitions et Propriétes et remarques : Le symbole X (sigma) s’utilise pour désigner de maniére
générale la somme de plusieurs termes. Ce symbole est généralement accompagné d'un indice que I'on fait
varier de facon a englober tous les termes qui doivent étre considérés dans la somme. La somme

Hy + #y + #y + ...+ #,des n + 1 premiers termes de la suite (2 )( geny) €St notée Z”k . On lit cette écriture
#=0
« somme de k=0 jusqu’ande #, »; La « variable » k est appelée indice de la somme ou que la somme est

indexée par k. Si 7 un sous-ensemble fini de N : la somme de tous les termes «; , i décrivant 7 Sera

notee : Z a;

Remarques :1) Dans : i =, Lavariable k est I’indice de sommation est une variable muette, ¢’est a dire
‘=p

qu’une fois la somme calculée le résultat ne dépend plus de k. On peut donc lui donner le nom qu’on veut :

I, ], K etc. a exception des bornes de la somme, ici p et n sans changer la valeur de la somme.:

- Zﬂk Zﬂ
=y
2)L0rsque les termes de la somme ne dépendent pas de la variable, on somme des termes constants donc :

D 3343+ +3=3(n-p1)

Donc : Lorsqu’on utilise le symbole de sommation, il est utile de retenir les régles suivantes :

4 ” 4 n

Z£=c(/t—p+1) et Zc=m‘ et Zfﬂkz" a,

n m ”
3) Relation de Chasles et linéarité : Relation de Chasles : Z”é‘ = Z”k + Z a;
=p b=y F=nrt1
Cette relation permet simplement de faire une petite pause au milieu du calcul. Attention néanmoins a bien
recommencer a I’indice m + 1, et non a I’indice m pour ne compter qu’une seule fois 4,

4 4
L’opérateur somme est linéaire : ZOM} = az ¥ et Z e+ ) Z% Z}/k
A= #=1 =1

4) Linéarité et changement d’indice : Changement d’1ndlce.
L’expression a 1’aide du symbole > n’est pas unique. On peut écrire une somme avec des indices différents.
Les changements d’indices k — k +p (translation) k — p — k (symétrie) sont

nyp nyp
Les plus fréquents : Z”" = Z Z —7 0ou Zﬂk = Z a = Z
#=1 =p+1 _p— f=p1 b=p—n
1 o
Exemplel : Calculer lasomme : s, = =) ——
P Z,é (£+1) =k k+d
111 =n 1
On utilise la linéarité : s, = z 27 On effectue un changement d’indice sur la deuxiéme somme : k
iy E
o 7+1
1 1
— k + 1 ‘5;1 = z— z
=1 =2
. e 1 ~1 o1 A 1
On sépare les termes différents : §, =—+ DSy =1
1 ya y n+A1 n+A1
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5)Méthode (Décalage d’indice)
Le décalage d’indice revient a utiliser un indice translaté d’une valeur fixe.

” 1 741
Par exemple j =k — 1 ouj=k + 1. Les bornes sont aussi translatées : Zﬂgﬂ = Z a,= Z a,
f=m Vol F=nr+1

Pour ne pas se tromper :
* On repére le changement d’indice que 1’on souhaite réaliser, par exemple j = k + 1 dans le cas ci-dessus

pour transformer 4, ,en 2, .

* On cherche a la main les premiéres et dernieres valeurs de la somme.
Par exemple, on commence pour k = m avec 2., = 4,,.,= 4, il faut donc que la nouvelle somme

commence aj =m + 1, la somme se termine avec k = n, c’est-a-dire 4., = 4,,,= 4,, donc la nouvelle

somme finitavec j=n + 1.
« Il doit y avoir le méme nombre d’éléments dans les deux sommes : si je repousse la borne inférieure de 1,
alors la borne supérieure doit étre repoussée d’autant.
7+1
Exemple2 : Pour n > 2, on considére la somme : S, = Zkz
#-2
Faire une translation d’indice pour que la nouvelle variable varie entre 0 et (n—1)
et une symétrie d’indice pour que la nouvelle variable varie entre 2 et (n+1).
* Pour la translation, il suffit de faire : k — k — 2, on a alors :

241

7 77—1
2 )—
8= > (£+2)22 2T 2N (44 2) 2243

Pour la symétrie, il faut déterminer le milieu : 222+ 1_ #+3

2
On effectue alors la symétrie k — n + 3 =k, on a alors :
77+1 741
8, =Y (w+3-£)2° T N (3 k)27
=2 =2

Point méthode 1 — Effectuer un changement d’indice dans une somme
n+1

Application : Effectuer un changement d’indice dans la somme Z Ink de sorte que la somme soit indexée

k=3

a partir de 0.
n-2

Solution : On effectue un changement d’indice : k — k -3 : Z'n( k+3)
k=0

6) Sommes télescopiques : Soit une suite ( 2, )) une suite de nombres réels ou complexes, on a:

m
Zakﬂ —& =Qn —
k=n
Exemples : Les sommes télescopiques sont une methode trés efficace pour calculer la somme des termes

d’une suite (#, ). Il s’agit de trouver une suite ( ¥, ) pour que #, = ¥,.4 — ¥,

Ce n’est bien siir pas toujours possible malheureusement.
Calculer les sommes suivantes :

k=u f=n
1 . 17 1
Exemplel : Calculer lasomme: $,= » ——— : Ondécompose $, = » ————
P ” Zé(;é+1) P ” Z;é £+1
=1 =1
On remplace le plus petit par 1 et le plus grand par ndonc : $, =;—L1
"7+
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=n
Exemple2 : Calculer lasomme : §, = Z/éx £!
=1
=n
S, = ka/ér Z (£r1)xf1-21)=> ((£+1)1-&1)=(w+14)1-1=(n+1)!-1
=1 =1
=n 1
Exemple3 : Calculer la somme : S’:Zk ENE7)
. . . 1 B a a
On décompose : essayons de trouver un nombre a tel que : W) (#r2) FAed) (Frt)(#12)
a B a _ ﬂ(k-i—Z)—ﬂ,% _ 2a _ 1 Donc : ﬂ_i
M #+1) (£+1)(£+2) #(£+1)(£+2) £ £+1)(£+2) #(£+1)(£+2) W
g[ 1 1 J 1%{ 1 1 J
S, = - =— - Donc : somme télescopique
o 28(£+1) 2(£+1)(£+2)) 24 K(£+1) (£+1)(£+2)
On remplace le plus petit par 1 et le plus grand par n donc :
A1 1 RIEN 1 (1) (#+2)-2 Ai2nini2-2  #(#+3)
20 (141) (mrt)(wr2)) 2\ 2 (wt)(#+2) ] 4(wrt)(wr2)  h(mrt)(mr2)  4(n41)(#42)

V/4 V4
Exercice : Montrer que, pour tout entier ze N : (3+\/§) +(3—«/§) est un entier pair.

Résolution : Notons $,, cette quantité. On la calcule par la formule du bindme de Newton.

Y N A B Y N R (B

Quand : n — k est impair : 4+(—4)”_k=0 et Quand : n — k est pair : 1+(—4)”_é:2

V4

n-Fk

_ £ [ ) .
Donc : $» =2 Z 653 X( 5 ) Tous les termes dans la somme sont des entiers : pas de probléme
=0
n-kpaire

.- . . n—k . . . .
pour le coefficient binomial et 3% et (\/f ) est entier puisqu’on restreint aux cas tels que n — k est pair.

Donc la somme est un entier. Donc 8, est un entier pair.

7) Sommes a connaitre : Somme des entiers, des carrés, des cubes :
Pour tout entier naturel n non nul, on a les relations suivantes :

a)5’ Zk /1+1 )52 Zlé'z /1+4 2ﬂ+4) C)f,zzﬂ:kg:(”(”+/’)j2

#=1

d) z< rzet pour tout réel ou complexe xtelque ¥=1,0na:

1— x” al 1-
Zx’é A X ————— = premier termex

bre de termes

1—-x

r+ (- 4)::”” "z
e) ZM (1 x)z

f) Factorlsatlon standard Pour tout naturel n et pour tous réels ou complexesaetb, ona:

77—
- =( ﬂ—b)( N B vl ) =(ﬂ—5)(2/‘k‘4ﬂéJ
o
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0149 : Préparation du Concours de ENSA et Médecine

1

vneN" S,,=Z(3k+2) lasomme S, est:
1

1)x(2n+11
AD (n+1)x ( n+11) s (-1 2(3n+10) cg M) o o (ne)x(3n+10) o o
al axl al n+1
3(n+t)(n+2)
S, = 34 2, 34 2=3) k£ 2 1-1+1 2 1
Solution : Z + Z +Z Z +2(ntA-1+1)= 2 +2(n+1)
—
3ﬂ+6 3n+10
5;1:(””)[ 2 +2J=(”+4)( 2 j On doit donc cocher B [X

0150 : Préparation du Concours de ENSA et Médecine
V4
vneN* . s, ZZ(Z'é’““ e_k) lasomme lim Sp est:
nN—+o0

AOo BO1 CO —oo DO+oo  E[O autre

Y N
Solution : 5,122(2'%%?_ ) 22£’+Z( ‘1) —2X(ﬂ—4+4)x4;”+€_14 (6_1)
#=1 =1 f=

1-¢€
V/4

1 771 —
Z(2k+e‘ ) n(n+1)+e 1 1= 61 n(n+1)+ %Zﬂ(ll+’l)+1_e
=1 1-¢ 1—¢e

-Nn

. 1- \ _
lim S, = lim n(n+1)+ =+ cgr lime™" =0  on doit donc cocher D [
N—+00 N—-+co e-1

N—>+o00

0151 : Préparation du Concours de ENSA et Médecine
)4 k )
vneN" 5,,=Zln( j lasomme NM S est:
— /é+2 n—+o00
AOo BO! cO —oo DO+o0 E O autre

Solution : Zl"(mzj S k=t #+2)) =3 (I tu( 1)+ tu( £+4)~In( £+ 2))

=1 =1

/4

5= (nk-1n(£+1)) Z(In(;é+4)—ln(,€+2)) Par télescopage

#=1 A=t
.5;:(ln'l—ln(/t+’l))+(ln('l+1)—ln(/1+2))=ln(2)—ln(ﬂ+1)(ﬂ+2)=ln((Tz(z)J
"+ "+
. . 2 . -n
lim S. = lim In =— lime =0 i
am o, = M ((n+1)(n+2)} o car R On doit donc cocher C X
0152 : Préparation du Concours de ENSA et Médecine
: n(n+1) 3n(n+1)
5n=zk lasomme s, est: AO 3n? BI:IT con(n+2) DO )
k=n

Solution : Methodel : On procéde par élimination des réponses :

2n 2 4

So=D k=8=> k=1+2=3 ¢t =S, = ) k=2+3+4=9
k=n k=1 k=2

Si:n=1:

Pour: A0 3x1% =3 = A O probablement vraie
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(1 1)

Pour: B O =1=B O Faux

Pour : C 0 Ona: 1(1+2)=3 =C O probablement vraie
_ 3><1(1+1)

Pour : DO On a 2

Si:n=2:
Pour: A0 3x2* =12 = A O Faux
Pour: COOna: 2(2+2)=8 =C O Faux

3n(n+1)

2

Methode2 : Zk Zk+kzn:k:>2k Zk Zk:>8 1+2”) (n—l)(lg(”—l))

s — 2n+4n°> n(n-1) 2n+4n®*-n*+n 3n*+3n |3n(n+1)
n 2 2 2 2 2
0153 : Préparation du Concours de ENSA et Médecine
3n

n =ZMin( ki2n) Lasomme s, est:
k=n

=3 =D O probablement vraie

On doit donc cocher D O

car celle qui reste

On doit donc cocher D O

) n(2n+1) n(7n+3) ,
AO N +2 BDT CDT DO 2n° -1

Solution Methodel : On procéde par élimination des réponses :

Zl\/hn(k 2n):>Sl_ZM|n(k 2)=Min(12)+Min(2;2)+Min(3;2)=1+2+2=5

=3 =ZMin( k;4)=Min(2;4)+Min(3;4)+Min(4;4)+Min(5;4)+Min(6;4)=2+3+4+4+4=17

k=2
Si:n=1:
Pour: A0 3x1? +2 =5 = A probablement vraie
1(2x141) 3
Pour: B[O 2 2:>BIZIFaux
1(7+3
Pour:COOna: 5 =5 =C O probablement vraie
Pour : DO Ona: 2x1*~1=1=>D O Faux
Si:n=2
Pour: A0 3x2%+2=14 = A0 Faux
n(7n+3
On doit donc cocher C [0 5 car celle qui reste
Methode? : S, —ZMm(k 2n) = ZMm(k 2n)+ Z Min(k;2n)
k=2n+1
n+2n (n+1)x3n

S, _Zk+ Z 2n=(2n—n+1) +2n Z 1= ————+2n(3n-2n-1+1)

k=n k=2n+1 k=2n+1
s, 3n(r21+1)+2n2 _3n? +32n+4n2 _ n(7r;+3)
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2n+4n°> n(n-1) 2n+4n*-n*+n 3n*+3n |3n(n+1)

S, = = = = '
n > > 5 5 > On doit donc cocher D O
Q154 : Préparation du Concours de ENSA et Médecine
k=n
. £
Soit 5,= » ——— alors: tlim S, =
;( ,é+ 1 ).’ 77—>+0
AO 4 BO1 co2 DO +o0 E O autre
f=n k=n f=n k=n
V4 k+1 1 £+1 1 1 1
Rem: s, = = - = - - -
;(,é+1)! ;(k+1)! (#+1)! ;((;&+1)k! (;é+1)!} ;(,é! (/é+1)!J
Donc : somme télescopique (On remplace le plus petit par 1 et le plus grand par n)
1 1 :
S = ; - lim 14— _ ; Y
"=l ()] et lim 5, = lim 1 (o 1)! 1 car ,,li'i’w( #+1)! =+ Ondoit donc cocher B T

0155 : Préparation du Concours de ENSA et Médecine
5},=Z%C,’f lasomme s, est:
=0

AOn(n+1)2"  pomn™ coOn(n+1)2"  pOn(n+1)2"? EQO autre
0156 : Préparation du Concours de ENSA et Médecine

1
5,,=Z—C’,f lasomme s, est:

2n+1+1 2n+1_1
B O
n+1 n+l

con(n+1)2"  poOn(n+1)2"* EDO autre

Le.symbole produit : H

A) Soit ( 4, )une suite de nombres réels ou complexes. Soit deux entiers naturels n et P tels que p<n, on
k=n

définit le produit suivant par : H”é =4, XA, XX A,
k=p

Soit ./ un sous-ensemble fini de N le produit de tous les termes 4, , i décrivant /7

Sera notée : Hﬂ etona: H%XH% H”M/« etH/i 27 etl_[;mr/é /‘L””Hﬂk

rel =0

Exemple 1: On peut utiliser le symbole IT pour définir « factorielle » d’un entier naturel n noté # !
k=n

#=1

definissant factorielle n : ( n+1 ).’ = ( 7+1 ) x 7!
f=n

Et Lorsqu’on fait les produits d’un terme constant, on obtient : H5 =5%X5X x5 =5"1""
&=p
f=n
Exemple2: 2, =] [(1+4*) et acC-{1}
40

P = H(1+ﬂ“’) 1+ﬂ)(1+dz)<’l+ﬂ) (1+;12”); Enexploitant: (1+2)(1-a)=1-4°

(1-a)8,=(1-a)(1+a* )(1+4")...(1+ ") enrépétant la méme procédure on obtient :
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1+”2/1+1

(1-a)Z,=(1+a") et finalement :
d-a

B) Relation produit — somme : Soit (2 ) une suite de nombres réels strictement positifs. Soit deux entiers

Ii

b=n D% ken
naturels N et p tels que p<n, onaalors: ln[Hd,éJ Zlﬂ a;) et &7 H/k
b=p
C) Produits télescopiques : Soit ( )une suite de nombres réels ou complexes. Soit deux entiers naturels
Ly _ Znn
net p Telsque p<n, onaalors: 7. 7
_ k p
k=p
b=n b=n
1 £+1 n+1
D P = 1+— |= L =n+1
Exemplel : 2, 1;!( +,éj 1;!( -~ j P

Sommes doubles :
Lorsqu’on somme sur deux indices, on parle de somme double.

Soit ( 7 ) une suite double de nombres réels ou complexes et soit deux entiers naturels n et p, on note :

Z a2, = Z a2, = Z ﬂt;‘—i{iﬂy}—i(iﬂt;} : Somme des termes
=1\ /= 7=

1<7<n 7e 1;7 (7:/)e 1;72 x 1;7 7=1
1<j/<nu ye 17

d’un tableau zx p

7 7
Somme triangulaire avec diagonal : E 2= E E E E “; : somme triangulaire d’un

1<7/< /<7 J=1 7=1 =1 ;=7
tableau 723
VY k|
E a,; = E E a2, E E 7 Somme triangulaire sans la diagonale
1</<j/<wm J=2 7=1 =1 y=r+1

Pour : Z 4,1l suffit d’enlever la diagonale du tableau (triangle supérieur). Somme triangulaire sans

1<7/</<m
diagonal :
Exemplel:Soit: 2, =3 ;2,=5 ;, #;=1;4,=2 ¢t 4,=4

Nous utiliserons 1’indice i pour les termes de 4, et I’indice j pour les termes de 5/

Evaluer : iiﬂ,ﬁ/

=1 j=1

Solution : Zzﬂﬁ Z al +al, ) =(aly +al,))+( b+ a0, )+ (b + a0, )
=1 j=1

3 2

ZZ;:,&,:(3><2+3x4)+(5x2+5x4)+(4><2+1><4)=18+30+6=54

=1 ;=1

Exemple2:Soit: 4, =2 ; %,=4; x5=1; %,=5; 2,,=0 ; x,,=3; x,5=1; ¥, =2

Ay =4 [ My =4 My =25 4y =3
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Pour effectuer la somme des termes d’une ligne, il faut fixer I’indice de cette ligne et faire varier, sur toutes
les valeurs possibles, I’indice de la colonne. Par exemple

Zx =Xy +a4, 45+ 4, (Somme de lai ere ligne) ; qu,:fq,wz + 43 +4, =12 (Somme de la premiere ligne)
/A

sz/ SNyt Ay, A+ A, = 6 (Somme de la 2iéme Ilgne)

=1

Pour effectuer la somme des termes d’une colonne, il faut fixer I’indice de cette colonne et faire varier, sur
toutes les valeurs possibles, I’indice de la ligne.

Z =4, +%,+4,; (Somme de la j ere colonne) ;
7=

3
Z”’/ = ¥y4+ 4y, + 43, =10 (Somme de la 4°™ colonne)
=1

3
Z =%, + 4, + 4, =3 (Somme de la 1°™ colonne) ;

=1

Pour effectuer la somme de tous !es termes du tableau, il faut faire varier les deux indices et utiliser une
double somme : (Somme de la 2'°™ ligne)

ZZ Z 'z+f‘”/3+“"i4)

=1 /—1 =1
3 4
ZZ “‘”14"'”12 T 43 "‘“‘”14) (“‘”24‘""”22"'“‘”23 T ¥y )+(“‘”31 T A3, A3z T Yy ) =12+6+10=28
=1 s=1
Solution : Zz;zé Z alb, +ab, )z(ﬂ,é, +a,b, )+(ﬂzb1 +a,b, )+(ﬂ3é1 + a4, )
=1 /— =1

ZZd,ﬁ/:(3><2+3><4)+(5><2+5><4)+(1><2+1><4)=18+30+6=54 Evaluer -
=1 j=1

Théoréme 5 : Développement d’un produit de deux sommes

Soient (4,) 1<7<u, (4;)1<7<p des nombres réels ou complexes, on a alors :

(S Eoh{5 ) o

1<1<11

2) { Zﬂ:a,} { Zqz J +2 Z a,a, (Carré d’une somme)

1<7</<wm
Démonstration : 1) La premiere formule est directement liée a la définition de la somme double. ~
2)Pour le carré d’une somme, on fait intervenir la symétrie du tableau double entrée en séparant la somme en
trois parties (le triangle supérieur est identique au triangle inférieur) :

)35

1<1</1

V/4 2 V/4
{Zﬂ,} = Z a;a; + Z a;a; + Z ﬂ,ﬂ/-:[ ﬂfJ+z Z a;a,

triangle superieur  triangleinferieur diagonale
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Remarque : On retrouve avec le deuxiéme terme du carré d’une somme, le célebre double produit de
I’identité remarquable du second degré. Il s’agit ici d’une généralisation de cette identité remarquable a n

2
termes. Exemple : (2 + a2, +a; ) =a” +a,° + &> + 2aya, + 2a,a; + 2a,a;
Q157: Préparation du Concours de ENSA et Medecine

o n(n+l)(2n+1 n(n+l
SnZZM'”('?J) la somme s, est:AD% BD%
=
n(n+2 n+l)(n+l n(n+l
Lo te?) (et o)
3 6 6
Solution : Ona:$S, = Z Min(i; j)=Min(L1)+Min(32)+Min(2;1)+Min(2;2)=1+1+1+2=5
e
On procede par élimination des réponses : n=2
Pour: A w:5 = A [ probablement vraie
2(2+1)
Pour: B O =2#5 =B O Faux
2(2+2) 8
Pour:COOna: —— =§¢5:>CEIFaux

2+1)(2+1
Pour: DOOna: %:%S:D O Faux

2(2+1)

Pour:EO =1#5 = EO Faux

On doit donc cocher A ¥
Q158 : Préparation du Concours de ENSA et Médecine

vneN et n>2 S, = Z Z max(i;j) lasommes, est:

1<i<nil< j<n
n(n+1)(4n-1) B n(n+1)(2n-1) cn n(n+2)
6 3

n+1)(2n+1)

AL po ! e Uy

Solution : Ona:S, = Z Z max (i;j)=max(L1)+max(L2)+max(21)+max(22)=1+2+2+2=7
1<i<21<j<2
On procede par élimination des réponses : n=2

2+1)(4x2-1)
6

Pour: A0l 2 =7 = A [ probablement vraie

2(2+1)(2x2-1)
Pour: B O fﬂﬂ =B O Faux

2(2+2

8
Pour:COOna: — :§¢53CEIFaux

(2+1)(4+1)
6
(2+1)(4-1) g
Pour:EO ngﬂ = EO Faux

On doit donc cocher A X

Pour:DOOna: :%¢7:>DEIFaux

Prof : ATMANI NAJIB 137 Oaall sl g (o A iy a5 go




http:/lwww.xriadiat.com 2BAC (PC et SVT) et (2BAC SM)
Q159 : Préparation du Concours de ENSA et Médecine

vneN etn>2 S, = Z 1 lasomme s, est:

1<7</<wm
AO: 50 n(n2+1) cO n(n3+2) 50 (2n+1g(n+1) E O n(nz—l)
Solution: Ona:S;= Y 1=1+1+1=3
I<i<j<2
On procéde par élimination des réponses : n=2
Pour: A0 1#3 = A O Faux
2(2+1
Pour: B O %zSDB [ probablement vraie
2(2+2) 8
Pour:COOna: —— =§¢3 =C O Faux
Pour:DOOna: <4+1)6(2+1):1:¢3 =D O Faux
2(2-1)
Pour : E O T=1¢3 = EO Faux
On doit donc cocher B
Q160 : Préparation du Concours de ENSA et Médecine
S, = Z li-j| lasomme s, est:
I<i;j<n
n(n+1) ”(”2‘1) ) n(n-1)
AON B O ) CDT DO 2 EO )

Solution: Ona:S; = Y [i=j|=|1-1]+|1-2]+|2-1|+|2-2|=2
I<i; j<2

On procéde par élimination des réponses : n=2

Pour: A 2x2=4%2 = A [ Faux

2(2+1)

Pour: B O T=3¢2 — B OO Faux

2(22-1)
Pour:COOna:

=2 = C O probablement vraie

Pour: DO Ona: 2x22=8+2 =D [ Faux

2(2-1)

Pour: E O :>T=1¢2 EO Faux
On doit donc cocher C[X

PROF: ATMANI NAJIB
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Résumeé de Cours D’ ARITHMETIQUE
( Pour SM)

A) Divisibilité dans 7.

1)a) a et b deux entiers relatifs tels que b # 0

On dit que I’entier relatif b divise a s’il existe un entier relatif k tel que a = kb
On écrit : b|a. et on dit que a est divisible par b ou a est un multiple de b

b) Si bjm et bjn on dit que b est un diviseur commun

demetn

c) Si bim et b'm , on dit que m est un multiple commun

debetb’

aeZ ;beZ ;celZ

1) llaet-llaetalaetal-a 2)bla=|b|<|a|

3) a/lb=albxc 4)alb=la<|b|

5 bl=>be€ {-1,1} 6) alb et bla= |a| = |b|

7)alb et c|d = ac|bd 8) alb et blc = alc

9alb = a|lbc 10) alb et b|c = a|c
11)alb=a|lbc 12) ajmetan = am+n

13)ajmetan = alm -n

14)alm et ajn = alam + fn ou «a et B sont des entiers relatifs quelconques.

15)a/b=a"/b" neN

C) La division euclidienne dans 7.

a et b deux entiers relatifs tels que b # 0 ; ils existent un entiers relatif g et un entier naturel rTels que : a =
bg+roul0<r<]|b|

e L’entier a s’appelle : Le divise

e L’entier b s’appelle : Le diviseur

e ’entier q s’appelle : Le quotient

e L’entier 7 s’appelle : Le reste

Remarque : Si r est le reste de la division euclidienne par b alors : r € {0,1, ..., b — 1}.

D) Les nombres premiers

a) On dit que I’entier d est un diviseur effectif de I’entier relatif a Si d|a et |d| # 1 et |d| # |q|

b) On dit qu’un entier relatif non nul p est premier s’il est différent de 1 et s’il n’admet pas de diviseurs
effectifs.

e Un nombre premier p admet exactement deux diviseurs positifs 1 et |p|.

e Pour I’étude des nombres premiers on se contente d’étudier les nombres premiers positifs.

c)si a un entier naturel non nul différent de 1 et non premier, le plus petit diviseur de a différent de 1 est un
nombre premier

d)Soit n un entier naturel non nul, différent de 1 et non premier, il existe un nombre premier p qui divise
I’entier n et qui Vérifie pz<n.

e)Si un entier n n’est divisible par aucun entier premier p et qui Vvérifie p? <nalors n est premier.
Remarque : Cette propriété nous permet de déterminer si un nombre est premier ou non

Théoréme : L’ensemble des nombres premiers est infini.

E) Plus grand diviseur commun

On dit que le nombre d est le plus grand diviseur commun de deux entiers relatifs a et b lorsque d divise a et
d divise b et qu’il n’y a pas d’autre plus grands diviseurs de ces deux nombres. on note d = PGDC (a, b) = a
Ab

Propriétés :1) a A a = |a| 2)1Aa=1 3)(aAb)Ac=aA(bAc) 4)SiblaalorsaAb=|b|
S)sidlaetd|balorsd|(aAb) 6)anb=aA(a—b) 7)ansb=|a|Alb|

Définition : On dit que deux entier relatifs a et b sont premiers entre eux sia A b = 1.
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F) L’algorithme d’Euclide.

1) Soit a un entier naturel et b un entier naturel non nul
Ona:a=bg+rOul0<r<balorsona:aAb=bAr

2)Soient a et b deux entier naturels non nuls. Le plus grand diviseur commun de a et b est le dernier reste
non nul dans les divisions euclidiennes successives.

3) Soient a et b deux entier relatifs non nuls. Les diviseurs communs de a et b sont les diviseurs de a A b.
On peutdireque : b, ~D, =D, ,

G) Le plus petit multiple commun.

On dit que le nombre entier naturel m est le plus petit multiple commun de deux entiers relatifs a et b
lorsque m est un multiple de a et de b et qu’il n’y a pas d’autre plus petits multiples non nuls de ces deux
nombres. On note : m = PPCM (a, b) =aV b

Propriétés:l)ava=lal] 2)avb=bVa 3)aVvl=|al 4) Si bla alorsa v b =|a|
5av((Vvc)=(avb)vc 6) avb=|a|\/|b| 7) al(a Vv b) ; b|(aV b) et (aV b)lab

8)Si a vV b =m et M un multiple commun de a et b alors m|M.
9 (anb)x(avb)=labl] 10)cavchb=clavb) 1l)caAcb=claNb
a=ad
12) Soient a et b et des entiers relatifs non nuls :a A b = d < 3(a, B) € 7%, {b = pd
av =1
13) Soient a et b et des entiers relatifsnonnuls: aAb=d >3 (u,v) €Z%;d=au+b

14)Théoreme (Théoréme de Bézout) : Soient a et b et des entiers relatifs non nuls :
aAb=1=3@Ww,v)€Z?;1=au+bv

. . . c/ab
15)Théoréme de Gauss : Soient a, b et c des entiers relatifs non nuls : {C/ Qo1 =3 C/b
\V4 =

a/c etb/c

avb=1

16) Soient a, b et c des entiers relatifs non nuls : { ab/c

H) LA CONGRUENCE MODULO 7

a et b deux entiers relatifs ; et n un entier naturel non nul.

On dit que : a est congrue a b modulo n si n|(b — a). On écrit: a= b [n]

1) Si a = b [n] alors a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par n

2)a) (Va € Z) (a = a [n]) on dit que la relation de congruence est réflexive.

b) (V(a, b) € Z*)(a=b [n] & b=a[n]):onditque larelation de congruence est symétrique.
¢) (V(a, b, c) € Z°)

(a=b [n]etb=c[n]= a=c[n]):onditque larelation de congruence est transitive.

On dit que la relation de congruence est une relation d’équivalence

3) Soit n un entier naturel non nul.

Sia=b[n]etc=d [n]alors:

a)a+c=b+d[n] Ondit que la relation de congruence est compatible avec 1’addition dans 7
b) ac = bd [n] ; On dit que la relation de congruence est compatible avec la multiplication dans Z

4) Si a = b [n] alors pour tout k dans N on a : a =D [n]

5) Soient a, b et c des entiers relatifsnon nuls.etn e N*etd=nAcona:ac=bc[n] = a=>b [g]

ac=bc[n] _ a=b[n] ac=bc| p] _
6){CVn:1 —~a=bln] 7){m/n —a=b[m] 8){ppremieretp+c:>a_b[p]

1) Les classes d’équivalences.

1) Soit n un entier naturel non nul. L’ensemble des entiers relatifs qui ont le méme reste r dans la division

euclidienne par n s appelle la classe d’équivalence de! et se note :
r={mezZ/m=rn]}={nk+rolkeZz}
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71nZ = {6;1; 2:3;.. n_—l} S’appelle ensemble quotient

2) On définit dans Z/nZ les deux lois : a) L’addition : On pose a+b=a+b

b) La multiplication : On pose : axb=axb

3) Si p est premier alors dans Z/ pZ ona: a-b=0<>a=0 oub=0

J) DECOMPOSITION D’UN ENTIER EN FACTEURS DES NOMBRES PREMIERS

1) Chaque entier relatif m non nul s’écrit d’une fagcon unique comme le produit des facteurs premiers
k=n

comme suite : M= &p,“ x P, x p x.x p," =[ [ p™ ouee {~1,1}
k=1

k=n

2)Soit a un entier relatif dont la décomposition est de la forme : a=¢p, x p,"? x p, x..x p,“* = H P
k=1

3) un entier d non nul divise I’entier a si et seulement si d a une décomposition de la forme

k=n
d=ep/xp xp/x.xp/ =[]p* ot(vie[1,n])0<h < o)

k=1

k=n
4) a=epx P, x pyx.x p = p
k=1
Est un entier, le nombre des diviseurs de a est : 2(; +1)(a, +1)...(a, +1)
k=n

5)Soit a un entier relatif dont la décomposition est de la forme : a=¢p,* x p,” x p,“ x..x p,“ = H p*
k=1

un entier m est un multiple de a si et seulement si : m =&p,” x p,”” x p,* x..x p* =] [ p,**

k=n k=n

6) Soient a= H p*=lety :i—[ p* deuxentiers : aA b= H pki"f(“k;ﬂ*) et avb= i—[ poP(e A
k=1 k=1 k=1

k=1
K) L’équation ax+ by = c
1)L’équation (E) : ax + by = ¢ admet une solution si et seulement si (a A b)|c
2)Si le couple (XO; yo)est une solution de I’équation (E) : ax + by = c alors, I’ensemble des solutions de (E)

kb ka
est: S=<|x VA keZ
{( 0-I-a/\b Yo a/\bj © }

L) Le P.G.D.C et le P.P.M.C de plusieurs nombres.
1) Soient a1, ao, ..., an des entiers relatifs non nuls, le plus grand entier naturel d qui divise en méme temps
tous les nombres ai, a, ..., an s’appelle le plus grand diviseur commun des nombres ai, az, ..., an et se note

d=aiANaxA ... \an

2) Soient ai, ay, ..., andes entiers relatifsnon nuls; ona:aiAax A ... Aan=(a1 A a2 A ... A an2) A (an-1A
an)

3)Théoreme (Géneéralisation de Bézout)

n
Sid=aiAaz A ... Aanalors 3(a)1<i<n telle que : d =) a3,

i=1
4) On dit que les entiers relatifs non nuls : ai, ao, ..., an Sont premiers entre eux si :
arANaz A ... \Nan=1

n
5)ai A az A ... A an=1si et seulement si : 3(ai)1<i<n telle que : 1= a;a
i=1

6) Soient a1, ay, ..., an des entiers relatifs non nuls, le plus petit entier naturel m qui est multiple en méme
temps tous les nombres a1, az, ..., an s’appelle le plus petit multiple commun des nombres azi, az, ..., an et
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senote:m=a1vVaxVv...Van

M) Propriétés des nombres premiers.

1) Si p et q sont des nombres premiers positifs alors ils sont premiers entre eux.

2) Si p est premier alors il est premier avec tout nombre entier non nul atel que p t a

3){'“’/‘5‘b = p/b 4){'0/ab = p/a oup/b

p premier et pfa p premier
n ) ﬁpl
5) P I;Iai =3<i<np/a 6) = |
p premier =d<i<n;p=p

p premier Vv1<i<n;p; premier

N) Théoreme (théoréme de Fermat)
Si p est un nombre premier et d un entier relatif non nul et pas divisible par p alors :

aP™ —1 estdivisible par p c’est-a-dire :a"* =1 p] ou encore : a* =a[p]
P) SYSTEMES DE NUMERATION : Soit b un entier naturel tel que : b> 1

Chaque entier naturel non nul n s*écrit d’une fagon unique de la forme :n=a,p" +a, o™ +...+ab' +a,
Ou : les (a:i)1<i<n sont des entiers naturels :0<a;i<b—1etam#0

Notation : Si n=a b™+a,_b™ +..+ab' +a,0n écrit: N= amam_l---aiao(b) Cette écriture s’appelle
I’écriture de I’entier n dans la base b

Remarques : 1) On peut effectuer la somme dans une base donnée b par deux facons différentes a) La
décomposition : 25347 +63L7) = 2x 7° +5x 72 +3x T +4x T +6x 7> +3x 7" +1x 7°

2534(7) + 6317y = 2x 7° +11x 72 +6x 7' +5x 7°

25347 + 6317y = 3x 7* +4x 7 +6x T* +5x7°

2534(7) +6317) = 3465(7)

b) Calcul direct avec le retenu

2) Le produit : 11 est préférable d’effectuer le produit en utilisant le calcul direct avec le retenu car la
décomposition

3)Pour effectuer des opérations dans différentes bases on développe les deux nombres dans la base 10 ; on
effectue L’opération et on €crit le résultat dans la base demandée.

Exemple : effectuer dans la base 9 :64_32(7) xE;l(s)

Solution : 64327y x54(g)= (6 x 73+ 4 x 72+ 3 x 7+ 2) x (5 x 8 + 4) = 100188
=1x9°+6x9*+2x93+3x9%+8x9+0=162380(

Q) CRITERES DE DIVISIBILITE DES NOMBRES 5,25,3,9,11 ET 4 : Soit x un entier naturel non nul tel

que :x=a10"+a 10" +..+a10' +a,000< & <9;0na:

1)x=0[5]< 8, =00u 8,=5 2) x=0[25] & a3, € {0,25,50,75}
3)x50[3]=>zn:ai50[3] 4)x50[9]=>iai50[9]
5)x50[11](=i(—1)iai50[11] 6) x=0[4] < aa,=0 [4]

X) L’ENSEMBLE 7/p7.OU p EST UN NOMBRE PREMIER.
1)Pour tous entiers relatifsnonnulsaetn:aAn=1< (Ime Z)(am=1[n])

2)Si p est un nombre premier positif alors tout élément X # 0admet un inverse dans %Z

Prof : ATMANI NAJIB 142 Cpall ol (A daa iy aS3) g




Méthodes et astuces et remarques et conseils
Méthodes 1 : Chercher si un nombre n _est premier

Diviser ce nombre par les nombres premiers consécutifs, dans 1’ordre croissant: 2 ;3;5;7; 11, etc... et

Arréter au plus grand nombre premier inférieur a </n

Si le nombre que I’on cherchait a diviser n’est divisible par aucun de ces nombres premiers, alors il est lui-
méme premier.

Méthodes 2 : Décomposer un nombre n en produit de facteurs premiers

Diviser le nombre n par le plus petit nombre premier par lequel il est divisible.

Diviser le quotient obtenu par le plus petit nombre premier par lequel il est divisible.

Et Continuer ainsi jusqu’a ce que le quotient soit égal a 1. La décomposition est le produit de tous les
nombres entiers successifs.

Meéthodes 3 : 1) Chercher tous les diviseurs d’un nombre :

Décomposer le nombre en produits de facteurs premiers et utiliser un arbre permettant d’obtenir
Tous les diviseurs.

2) Chercher combien de diviseurs posséde un nombre n :

Décomposer d’abord le nombre n en produits de facteurs premiers.

Si:n=p"p?..p;"a et betceNetsoit NeN’

;
On note d(n)le nombre de diviseurs de :d (n) = [ (& +1)
i=1

Méthodes 4 : Trouver le PPCM de deux nombres :

Décomposer les deux nombres en produits de facteurs premiers et calculer le PPCM en multipliant tous les
facteurs qui figurent dans 1’une ou I’autre des décompositions, affectés de 1’exposant le plus grand avec
lesquels ils sont notés dans les décompositions.

Méthodes 5 : Trouver le pgcd de deux nombres :

1) Décomposer les deux nombres en produit de facteurs premiers et calculer le PGCD en multipliant tous les
facteurs communs des décompositions, affectés de 1’exposant le plus petit avec lesquels ils sont notés dans
les décompositions.

S’il n’y a pas de facteur commun aux deux décompositions, alors le pged est 1.
Exemple : 42 =2x3x7et 98=2x7?2

Donc le PGCD (42;98)=2x7=14

Et PPCM (42 ; 98) =2x3x72 =294

2) Autre Méthode pour déterminer le PGCD (méthode d'Euclide)

e On exprime le plus grand des deux nombres avec un multiple du plus petit et un reste.

o On exprime le plus petit en fonction du reste trouve et d'un nouveau reste.

« On continue ce procédé jusqu'a arriver a un reste nul.

« Le dernier ne reste non nul est le PGCD des deux nombres de départ.

Exemple : Soit a déterminer le PGCD de 556 et 148:

556=3 x148+112 ; 148=31 x112+36 ; 112=3 x36+4 ; 36=9 x4+0

Le PGCD de 556 et 148 est le dernier reste non nul c¢’est donc 4.

Methodes 6: 1) Les multiples communs a deux nombres sont les multiples de leur PPCM.

Dans des exercices ou on cherche des multiples communs a deux nombres on peut, méme si I'énoncé ne
demande pas de trouver le PPCM des deux nombres et ensuite on peut dire que les multiples communs aux
deux nombres sont les multiples de ce PPCM.

2) Les diviseurs communs & deux nombres sont les diviseurs de leur PGCD.

Dans des exercices on ou cherche des diviseurs communs a deux nombres on peut, méme si I'énoncé ne
demande pas de chercher le PGCD des deux nombres et ensuite on peut dire que les diviseurs communs aux
deux nombres sont les diviseurs de ce PGCD.

Meéthodes 7 : Ecrire une fraction sous la forme irréductible :

Pour écrire une fraction sous la forme irréductible on divise son numérateur et son dénominateur

Par leur PGCD.
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Exemple : Ecrire la fraction : % sous la forme irréductible.

Comme le PGCD de de 556 et 148 est 4 on divise le numérateur et le dénominateur par 4.
On obtient : 556 _556+4 139 etona:pged (139;37)=1
148 148+4 37

Résoudre un probleme en utilisant le PGCD :

Essayer de relier le probleme avec le calcul du PGCD ou PPCM

Exemples "classiques” :

- Si on veut paver un rectangle dont les cotés ont pour longueurs 24 cm et 60 cm avec des carrés dont les
cotés mesurent un nombre entier de cm et si on demande de chercher quelle est la valeur maximale possible
pour la longueur du c6té du carré, on cherche le PGCD de 24 et 60 car la mesure de la longueur du c6té du
carré en cm doit étre un diviseur a la fois de 24 et 60.

- Si on veut remplir un parallélépipede dont les arétes ont pour longueur 24cm, 40cm et 60 cm avec des
cubes dont les arétes mesurent un nombre entier cm et si on demande de chercher quelle est la valeur
maximale possible pour la longueur de I'aréte du cube, on cherche le PGCD de 24, 40 et 60 car la mesure de
la longueur de I'aréte du cube en cm doit étre un diviseur a la fois de 24 et 40 et 60.
Si on cherche un nombre de taille maximale ayant telle ou telle propriété, on pense plutét au PGCD.
Exemple avec correction : On veut recouvrir une surface rectangulaire de 4,75 m sur 3,61 m avec des dalles
carrées dont le c6té mesure un nombre entier de centimétres. Quelle est la taille maximale de ces dalles ?
Corrigé : Il faut determiner PGCD (361;475). On effectue les divisions euclidiennes successives

Le dernier reste non nul étant 19, le PGCD de 475 et 361 est 19.
A D’aide de dalles carrées de 19 cm de co6té, on peut donc carreler une surface rectangulaire de 4,75 m
sur 3,61 m (il faudra 19 dalles en longueur et 25 en largeur, soit un total de 475 dalles en tout.
Q161. Préparation du Concours de ENSA

Le PGCD(10!;8!) est égale a :
A O 40324 BO40322 C0O40320 DO 44426
Solution : ASTUCE : Décomposons les deux nombres en produit de facteurs premiers et calculons le

PGCD en multipliant tous les facteurs communs des décompositions, affectés de I’exposant le plus petit avec
lesquels ils sont notés dans les décompositions

101 =10x9x8x 7T xB6x5x4x3x2 =5x2x3° x 22 xTx2x3x5x22x3x2 = 28 x3* x5% x7
8l=8xT7xb6x5x4x3x2 =23 xTx2x3x5x2°x3x2=2"x3?x5x7
PGCD(].O',B') = 27 ><32 x5x7=40320 On doit donc cocher C X

Remarque : PPCM (10!;8!) =7

ASTUCE : Il suffit de décomposer les deux nombres en produits de facteurs premiers et calculer le PPCM
en multipliant tous les facteurs qui figurent dans I’une ou I’autre des décompositions, affectés de 1I’exposant
le plus grand avec lesquels ils sont notés dans les décompositions.

Q162. Préparation du Concours de ENSA

Le nombre de diviseurs positifs de 15!est égale a :

A O 4028 BO 4030 CO4032 DO 4034

Solution : ASTUCE : Pour déterminer combien de diviseurs possede un nombre n :

Décomposer d’abord le nombre n en produits de facteurs premiers.

Par exemple si La décomposition obtenue est de forme N = 27 x3% x5% x 7% alors le nombre de diviseurs de
nest: (7+1)x(2+1)x(3+1)x(9+1)=8x3x4x10=960 diviseurs

151 =15x14x13x12x11x10x9x8x 7x 6x5x 4x3x 2 = 2 x 3 x 53 x 72 x 11! x13"

Alors le nombre de diviseurs de 15! est :
(1l+l)><(6+1)><(3+1)><(2+l)><(l+l)><(l+l):12><7><4><3><2><2=4032 diviseurs

On doit donc cocher C X
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Q163 : Concours ENSA2022 :

Le nombre de diviseurs positifs de 546x840 est égale a :

AO 180 BO©Bl cO182 DO 183

Solution : ASTUCE : Décomposons d’abord les nombres546 et 840 : en produits de facteurs premiers.
840 = 28 x3' x5 x 7" et 546 = 2! x3' x 7+ x13"

Donc : 546x840 = 2% x3% x5' x 7% x13" : alors le nombre de diviseurs de 546x840 est ;

(4+1)><( 2+l)><(l+l)><( 2+1)><(1+l) =5x3x2x3x2 =180 diviseurs

On doit donc cocher A X
0164 : Concours ENSA2022 :
Sachant que : 11x11=121 ; le produit : 111111111x111111111=

A O 123456754321 B[O 12345678765432 C O 12345678987654321
D O 1234568654321

Solution : Ona:11x11=121 et on remarque aussi que : 111x111=12321

il faut bien regarder comment est les résultat et généraliser :

11x11=121 : si le nombre de 1 est 2 on met 2 au milieu

111x111=12321 : si le nombre de 1 est 3 on met 3 au milieu

On doit donc cocher C [{ 12345678987654321

0165: Concours ENSA2013 : Quelle est le reste de la division euclidienne de
AO 0 BO1l CO2 DO autre

Solution : ASTUCE : on cherche 0 < r < 3tel que: 2™ =r[3]
2? =1[3] = (2?)” =1%[3] = 2° =1[3] et 1< 3

2100 par37?:

Donc : le reste de la division euclidienne de 2'%° par 3
On doit donc cocher B X
0166. Préparation du Concours de ENSA

Quelle est le reste de la division euclidienne de 2016°°* par 11? :
AO 0 BOS cO2 bO 9
Solution : ASTUCE : on cherche O <r <11tel que : 2016™ =r([11]

2016=6-1+0-2[11]=3[11] Donc : 2016 =3""[11]

Or : 11 est un nombre premier et 3A11=1 d’aprés le théoréme de Fermat : 3" =1[11]

C’est-a-dire : 3° El[ll]

Mais on a: 2012=2010+2=201x10+2

Donc : (3°)" =1%4[11] =1[11] = 3"*"x 3 =1x3*[11] = 3°*"**[11] = 9[11] = 3 = 9[11]
Par suite : 2016 =9[11] avec: 0<9<11

Conclusion : le reste de la division de 2016°°* par 11 est 9

On doit donc cocher D K

Q167. Préparation du Concours de ENSA

Quelle est le reste de la division euclidienne de : 2018°°** par 117? :
AO 0 BOS CO2 DO autre

Solution : ASTUCE : on cherche 0 < r <11tel que : 2018™" =r[11]
2018=8-1+0-2[11]=5[11] donc : 2018°* =5""[11]

Or : 11 est un nombre premier et 5A11=1 d’aprés le théoréme de Fermat : 5 =1[11]
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C’est-a-dire ; 5° El[ll]
Maisona: 2011=2010+1=201x10+1
Donc : (5%°)™ =1 [11] =1[11] = 5" x5 =1x5[11] = 5**" =5[11] = 5™ =5[11]

Par suite : 2018 =5[11] avec: 0<5<11

Conclusion : le reste de la division de 2018”" par 11 est 5
On doit donc cocher B X
Q168. Préparation du Concours de ENSA

2021
Le chiffre des unités du nombre suivant : 20192020 est :
AO 1l BO?2 CcO3 DO 5

0 2021

202
Solution : ASTUCE : On cherche O < r <10tel que : 2019 =r [10]

Ona: 2019=-1[10]donc : 2019°%°" = (—1)20202021 10]

Et puisque 20202 est paire donc : 201922 = 1[10] c’est-a-dire : le chiffre des unités est 1
On doit donc cocher A X

0169.Préparation du Concours de ENSA : Le chiffre des unités du nombre suivant : 19592023 est :
AO 0 BO3 CO8 DO autre

Solution : On a : 1959™% = chiffreunité[10]
On a: 1959 =9[10]=-1[10] donc : 1959%% = (—l)2023 [10] = —-1[10] =9[10]

. . 2023
Donc : le chiffre des unités du nombre1959 est 9
On doit donc cocher D ¥
0Q170. Préparation du Concours de ENSA

Quelle est le reste de la division euclidienne de 2016°°* par 117 :
AO 0 BOY9 CO2 DO autre

Solution : ASTUCE : On cherche 0<r <11tel que : 2016™ =r[11]

2016=6-1+0-2[11] =3[11] donc ; 20162 =3 [11]

On montre que : 3° =1[11]

Maison a: 2012=2010+2=201x10+2

Donc : (3°)" =124 [11] =1[11] = 3"* x3* =1x3*[11] = 3°*"*[11] =9[11] = 3" =9[11]

Par suite : 2016 =9[11] avec: 0<9<11

62012

Conclusion : le reste de la division de 201
On doit donc cocher B ¥
0Q171. Préparation du Concours de ENSA
77
7777
Le chiffre des unités du nombre suivant : 7 est:
AO 0 BO?2 CO3 DO autre

par 11 est 9

77

Solution : ASTUCE : On cherche 0 <r <10tel que : 7 = r(10]
Ona: 7=7[10]et 7 =-1[10] donc 7* =1[10]
Donc : 7% =1[10]et 7*** = 7[10]et 7*** =9[10] et 7**° =3[10]
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Onaaussi : 7=3[4] et 72=1[4] donc 7% =1]4] et 7"

3[4]

7
777 7
or: [ 51[2] (car impair) donc : 7 = 3[10] Le chiffre des unités du nombre est 3

On doit donc cocher C X
0172. Préparation du Concours de ENSA

3™ est congrus modulo 13 :

AO?2 BO-13 CO-12 DO autre

Solution : Ona: 3° =1[13] et 3' =3[13] et 3° =9[13] et 3° =1[13]

Donc: Si keN 3% =1"[13] c’est-a-dire : 3% =1[13]et 3" =3[13] et 3%** =9[13]
Etona: 3000=3x1000 donc : 3°** =1[13] c’est-a-dire : 3 =1[13]

3" =1[13] donc : 3 =1-13[13] donc : 3 =-12[13]

On doit donc cocher C X
Q173 : Concours ENSA : Quelle est le reste de la division euclidienne de :

N = 512006 L9206 2006 2006 Par 57:

AO O BO1l CO2 DO autre
Solution : ASTUCE : On chercheO <r <5tel que : N =r (5]

Ona:1=1[5] et 2=2[5] et 3=-2[5] et 4=-1]5]
Donc : 12006 E12006 [5] et 22006 = 22006 [5] et 32006 E(—2)2006 [5] et 42005 E(_1)2006 [5]
Donc : 12006 + 22006 +32006 +42006 =2+2x% 22006 [5] cest-a-dire :12006 + 22006 +32006 +42006 =24 22007 [5]

Or : 2007 =4x501+3 donc : 2*" =3[5] Donc : 1%+ 2 +3*® + 4" = 2+3[5]=0[5] On doit donc cocher A X

Q174. Préparation du Concours de ENSA
Le nombre des valeurs de I’entier relatif n pour lesquelles : N+ 2 divise 3n+1

AO1 BO?2 cCO3 DO autre
Solution : Ona: n+2/3n+1etonaaussi: n+2/n+2

n-+2/3n-+1et n+2/3n+6donc :N+2/(3n+6)—(3n+1) c’est-a-dire : N+ 2/5
Mais les diviseursde 5sont:1;-1;5;-5
Donc : Il faut que n+2e {-1-51%5} Ce qui entraine que : ne{-3;-7;-1,3}

On vérifie que :si Ne{-3;—7,-13} alors N+ 2/3n +1 avant de conclure.

Conclusion : les valeurs de I’entier relatif n pour lesquelles : n+2/3n+1sont:-7;-3;-1;3

On doit donc cocher D [X
0175. Préparation du Concours de ENSA

Le nombre de couples (X; y)de nombres entiers naturels qui vérifient la relation : x* —y* =51 (1) est
AO 0 BO!l CO2 DO autre

Solution : x* -y =51 Equivauta (x+y)(x—y)=51

Donc: X+ Yy et X—Y sont des diviseurs de 51

Ona: 51=3"x17" donc les diviseurs de 51 sont : 1 et 3 et 17et 51

X—y=1 X—y=3
X+y=51 o {x+ y=17

Par suite : {

{x=26 {x=10
car X—y<x+y Donc:

ou
y=25 y=7

Par suite : les couples ( X; Y ) de nombres entiers naturels qui vérifient la relation (1) sont :(26;25) ; (10;7)
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Q176. Préparation du Concours de ENSA
Dans Z, - le nombre de solutions de I'équation : x*+3x=0

AO 0 BOl CO2 DO autre
Solution : x* +3x = 0 : ASTUCE : On Dresse une table comme suite :

X 0]1]2]3
N 0101
3x 03|21
x2+3x [0]0|2]2

Et en utilisant cette une table on déduit que -0 et 1 sont solutions de 1I’équation
Donc: s = {6;i} par suite deux solutions

On doit donc cocher C [X
Q177. Préparation du Concours de ENSA

Dans 7, : le nombre de solutions de I’équation : 2025x> + 2x =1

AO 0 BOl CO2 DO autre
0178. Préparation du Concours de ENSA

Dans 7?2 1’équation suivante : (E) 15x + 20y = 7 admet:

A [ une unique solution B [0 exactement deux solutions
C O une infinité de solutions D [ n’a pas de solutions

Solution : Ona: 15 A 20 = 5 et 5 ne divise pas 7 donc ’équation (E) n’admet pas de solutions dans 72
Q179. Preparation du Concours de ENSA

Dans Z? I’ensemble des solutions de 1’équation : (E) 41x—10y = 2018 est :
A O S ={(2018+10k;10+k41);k e Z} B[O S ={(2018+10k;10+k41);k  Z|
CO S={(100+10k;-1+k);keZ} = DO S=Q

Solution : Remarquons que : (1;4) est une solution évidente particuliére de I’équation : 41x —10y =1car
41x1—-10x4 =1 donc: (1>< 2018;4 x 2018) = (2018; 8072) est une solution particuliére de 1’équation :
(E)

Appliquons directement le Théoreme suivant :

Si le couple (XO; yo)est une solution de I’équation (E) : ax + by = c alors, ’ensemble des solutions de (E) est

kb ka
S=<| X, + Yo — keZy :
{( °anb ° a/\bj - }

Ona: anb=41A(-10)=41A10=1

L’ensemble des solutions de (E) est : g — {(2018+M;8072—k;41j; ke Z}
1 1

S ={(2018-10k;8072—k41);k € Z} ={(2018+10k;8072+k41);k € Z|

On doit donc cocher B X
0180. Préparation du Concours de ENSA
QCM : Pour chaque question, une seule des quatre réponses proposées est exacte.

1) On considére dans I’ensemble des entiers relatifs I’équation : X* —X+4 = 0[6]

A : toutes les solutions sont des entiers pairs.
B : il n’y a aucune solution.

C : les solutions vérifient : x=2[6] .
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D : les solutions vérifient X =2[6]ou x=5[6]

2) On se propose de résoudre 1’équation (E) : 24X+34y =2, 0u X, Y sont des entiers relatifs.

A : Les solutions de (E) sont toutes de la forme : (x ; y) = (34k—7 ; 5—24k), kEZ .
B : L’équation (E) n’a aucune solution.

C : Les solutions de (E) sont toutes de la forme : (x ; y) = (17k—7 ; 5-12k), kEZ .
D : Les solutions de (E) sont toutes de la forme : (x ; y) = (=7k ; 5k), kEZ .

3) On consideére les deux nombres N=1789et p =1789". Onaalors:

A:n=4[17]et p=0[17] B:pestunnombre premier. C: p=4[17]. D: p=1[17]

Solution :1) Testons la réponse D : X =2[6]alors : X" —x+4=4-2+4=6=0[6];

Si x=5[6]alors X’ —x+4=25-5+4=24=0[6]. Ok.

2) Simplifions par 2 : 12x+17y =1 ; a toujours des solutions car 12 et 17 sont premiers entre eux ; la B est
fausse.

Si on cherche une solution particuliére la C donne I’idée que —7 et 5 est pas mal : 12x (—7) +17x5=1,
Apreés on termine de maniere classique pour obtenir la solution C.

3) Ona n=1789 = 4[17]; par ailleurs 42 =16 =-1[17]donc 4>*** =(-1)"" x4[17] = 4[17]

Q181. Préparation du Concours de ENSA

119+ 219 439 4417 et congrumod 19 a:

AO -2 BO-1 cOO0 pO1l
Solution : On doit donc cocher D [X

0182. Préparation du Concours de ENSA
L0

Le nombre de diviseurs positifs de 1007 est égale a :

A O 401 BO 4401 C0O40401 DO 44401

Solution : On doit donc cocher C X

0183. Préparation du Concours de ENSA

Quelle est Les 2 derniers chiffres du nombre 9% 5.

AO 21 BO3l cOO0l pO 9

Solution : On doit donc cocher A X

0184. Préparation du Concours de ENSA

Soit NeN ; I’équation : 2"X+3"y=6" admet dansZx Z :

A [ zéros solutions B O une solution unique C O n solutions D [ une infinité de solutions
Solution : On doit donc cocher DX
Q185. Préparation du Concours de ENSA

Soit la suite (Wn )neN définie par : W, = 2" +3" alors Vne N : PGCD(Wn;Wn+1 ) vaut

AO 0 BO!l cO?2 pO 3
Solution : On doit donc cocher BX
0186. Préparation du Concours de ENSA

Le nombre de zéros par lequel se termine 55! est :

AO 10 BOI1l cO12 pO 13
Solution : On doit donc cocher DX
0187. Préparation du Concours de ENSA

soit NeN ; vérifiant: N=3[9] etn=3[11] alors :
AO n=9[99] BON=3[99] cmO100n=3[99] DO 100n=9[99]
Solution : On doit donc cocher BX
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Q188. Preéparation du Concours de ENSA
Soit dans Z x 7, : I’équation : XY =0[7] alors :
A O X ety sont multiplesde7 B[O XO0U Y sont multiples de 7

C O soit X ; soit Y n’est pas un multiplesde 7 D O ni Xni Y sont multiples de 7

Solution : On doit donc cocher B[X
0189. Préparation du Concours de ENSA

Soit la congruence ( E ) : 5x=2[17 ]alors :
ADO (E)estéquivalente a: x=2[17] B O (E ) est équivalente a: x=7[17 ]

c O (E)estéquivalente a: x=14[17] DO (E)estéquivalentea: x=0[17]
Solution : On doit donc cocher C[X
0190. Préparation du Concours de ENSA

Quelle est le reste de la division euclidienne de 5
AO 2012 BOS CO44 DO 1309
Solution : On doit donc cocher C X

52014 nar 2013 7 :
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Résumé de cours sur les espaces vectoriels (Pour SM)

1) loi de composition externe :

_ _  f:AxE>E
Soit E et A deux ensembles non vides. Toute application :

(x> f(a5x)

S’appelle Une loi de composition

externe sur E a coefficients dans A
L’élément : f (a; X) dans E s’appelle la composée de & et x dans ’ordre par cette loi de composition
externe f eton lenote:a.X ou aX aulieude: f(a;x)

On généralenprend: A= ou A=C Ou A un corps
2) espace vectoriel

2-1) definition : Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne * et une loi de composition externe
~RxE—>E

a coefficients dans R : Ont dit que ( E;*;.) est un espace vectoriel
(@;X) > a.x

Sur R ou espace vectoriel reel si les lois vérifient les propriétés suivantes :

(1) (E;*) est un groupe commutatif

(2) v(a: p) e R? VXEE (a+f)x=ax*px

(3) v(a: p)eR?* WXeE (axpf)x=a(px)

(4) V(x;y)eE? VaeR a(X* y)=ax*ay

(5) VxeE : 1x=x; On appelle les éléments de E des vecteurs on les note X ou simplement X

Les éléments de R seront appelés des scalaires.
Pour (E;*) Ilément neutre on le note : §-ou O, ou simplement 0

2-2) Exemples d’espaces vectoriels : a)[’espace vectoriel des fonctions de R dans R).

(F (R; R) ;4 ) est un espace vectoriel

b) (Le R -espace vectoriel R*).E = R’

Un élément u € R’ est donc un couple (X, y) avec x élément de R et y élément de R .
Cecis'éerit: R?={(x;y)/ xeR;y e R} ; (R?;+;.)est un espace vectoriel sur R

¢)L espace vectoriel des polyndmes de degrés inferieur a un entier naturel N se note : RH[X].

(Rn [X];+; ) est un espace vectoriel Sur R

d) L’ensemble des matrices carrées d’ordre3 On le note - \_ (R)=

o T o

d ¢
e h|/(ab;c;d; f;g;h;i)eR®
fooi

(M, (R);+:-) est un espace vectoriel Sur R ; De méme : (M, (IR);+.)est un espace vectoriel sur R

e)L’ensemble des fonctions continues de R dans R ; f)l’ensemble des fonctions dérivables de R dans IR ,... est
un espace vectoriel sur R
g) C est un R-espace vectoriel

2-3) Autre notations : ( E;+; ) est un espace vectoriel sur IR ou espace vectoriel reel si les lois vérifient les
propriétés suivantes : (1) ( E; +) est un groupe commutatif

(2) V(a; B) e R? VXEE :(a+B)X=aX+pX

(3) V(a:; B) e R? VXeE (axf)X=a(pX)

(4) V(%;¥) € E2 VaeR a(X+y)=ak+ay

Prof : ATMANI NAJIB 151 Cpall ol (A daa iy aS3) g




(5) VX eE 1X=X

2-4) Régles de calculs dans un espace vectoriel : Soit (E;+;.) un espace vectoriel sur R .

V(X;y)eE’et V(a; 8)eR*ona: 1) 0X =0 2)a0=0 3)-1x=-x 4) (—a)X=a(-X)=—(aX)

5) a(%-y)=a%-ay 6) (a—p)X=a%-px 7) ax=0<x=00u a=0

L’opération qui a (7(; )7) associe X — Y s’appelle la soustraction. Le vecteur X + (—)7) estnoté X—V.

3) Sous-espace vectoriel

3-1)Définition: Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur R , et F un sous-ensemble de E.

On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si (F,+,.) est un espace vectoriel sur R (donc pour les
mémes lois que celles de E, ou plus précisément pour les lois induites dans F par celles de E).

3-2)Théoreme: (caractérisation d’un sous-espace vectoriel)

Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur R et F un ensemble. F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si : * F

est inclus dans E,
* F est non vide,

« F est stable par combinaison linéaire cad :V (x,y) € F?, V (\,n) € R? ,(Ax+pny)€F
4) combinaison linéaire

4-1)Soit (E,+,.) un -espace vectoriel sur R

Soit une famille de n vecteurs: X, ; X,;...;X, de E.

Une combinaison linéaire des vecteurs de cette famille est un vecteur X de E qui s’écrit :

n
X=aX +a,%+..+a X = Zai X, ,oules ¢ sont des scalaires (réels) qui s’appelles les coefficients de la
i=1

combinaison linéaire ; ont dit aussi que vecteur X est engendré par la famille de vecteurs : (Xi )1<i<n

4-2) espace vectoriel engendré par une famille : E étant un espace vectoriel réel
Soit B=(X, ; X,;...;X, ) une famille de vecteurs de E. Ont dit que la famille B engendre E ssi :

n
VXeE I(ay;ay;..;cx,) € R Tel que i X = %+, %, +...+ a, X, = Yo%,
i=1

4-3) Sous-espace engendré par une famille

a) Soit { X, ; X,;...;X, } un ensemble fini de vecteurs d’un R-espace vectoriel E. Alors :

* L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs { X, ; X,;...; X, } est un sous-espace vectoriel de E.

* C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de I’inclusion) contenant les vecteurs

{X ;%50 X}

Notation. Ce sous-espace vectoriel est appelé sous-espace engendré par { X, ; X,;...; X, } et est noté Vect(X, ;
Xy5..;X. ). Onadonc : X € Vect (X, ; X,;..; X, )<= ilexiste A, ... A ER tels que :

X =M X+ +ha X,

b)Plus généralement, on peut définir le sous-espace vectoriel engendré par une partie V quelconque (non
nécessairement finie) d’un espace vectoriel :

vectV est le plus petit sous-espace vectoriel contenant V .

c) E étant un R -espace vectoriel, et X, un élément de E

L’ensemble Vect( X, )= {AX;, | L ER } est le sous-espace vectoriel de E engendré par X, . Il est souvent not¢ R X, .
Si X, n’est pas le vecteur nul, on parle d’une droite vectorielle.

4-4) Familles libres ; Familles libres
a)Soient (E, +, .) un R -espace vectoriel. Soient n un entier naturel non nul

La famille B=(X, ; X,;...;X, ) € E"est liée (ou encore les vecteurs X, ; X,;...; X, sont linéairement dépendants) si et

seulement si3(oy; ;.. a, ) € R X=X + %, +..+a,%, =0 €t (ay; ;... a1, ) #(0;0;...; 0)
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Une relation du type : X = a,%, +,%, +...+ %, =0 aVec (ag;ar,;...;cx, ) # (0;0;...;0) s"appelle une relation de
dépendance linéaire entre les vecteurs X, .et La famille B=(X, ; X,;...; X, ) est libre (ou encore les vecteurs X, ;
X,;...; X, sont linéairement indépendants) si et seulement

SiX =a% +a,%+.+a,% =0 = a=0,=..=a,=0.

b) La famille B est dite liée ssi elle n’est pas libre.

¢) Soit (E,+,.) un R -espace vectoriel et B=(X, ; X,;...;X, ) e E"une famille de vecteurs de E.

La famille est liée ssi I’'un des vecteurs de cette famille s’écrit comme combinaison linéaire des autres vecteurs de la
famille.

d)Si une famille comporte le vecteur nul ou deux fois le méme vecteur, la famille est liée.

e)Si une famille B est liée alors toute famille qui contient la famille B est une famille liée.

f) Si une famille B est libre alors toute partie de cette famille est une famille libre.

g) Si une famille B est libre alors les vecteurs de cette famille sont non nuls

5) base d’un espace vectoriel

5-1)Soit (E,+,.) un R -espace vectoriel et B=(X, ; X,;...; X, ) une famille de vecteurs de E est une base Si et

seulement si tout ¢lement de E s’exprime de facon unique sous forme d’une combinaison lineaire des élément de B
n

Cad vxeE EI!(al; ;.5 a,)eR" Tel que : 5 = X + X, + .t X, = Z:oti)"(i
i=1

Le :(a;,;..;,) s’appelle les coordonnées de X € E dans la base B et on écrit : X=(a;;,;..;,) (8)

2) Soit (E,+,.) un R -espace vectoriel et B=(X, ; X,;...;X, )unebase de Eet 1R
a)si (a;a,;...;,) sont les coordonnées de X € E et (4;4,;..;8,) sont les coordonnees de y € E dans la base B
alors : (o, +f;at, + B;;...i, + B,)S0Nt les coordonnées de X+ Y dans la base B et (1a,; 2a,;...; Aa, ) SONt les

coordonnées de AX dans la base B.

b) B est une base de E si et seulement si c’est une famille libre et génératrice de E.

5-2) dimension d’un espace vectoriel reel

5-2-1) Soit (E ,+, .) un R -espace vectoriel. Si E admet une base comportant un nombre fini de n vecteurs

(n c N*), on appelle dimension de E le nombre n qui est donc le méme pour toutes les bases de E et on écrit :

dmE=n
5-2-2) Soit (E,+,.) un R -espace vectoriel
I)si dimE =2 et RZ(T; ])) une base de E

a)la famille B =(u;;u,)est une base de E ssi elle est libre.

b) Si: G =xi+y,j et —xi+y,jet[> 2= alors B =(0,;U,) est libre

1 Y

2)SidimE=3 etRz(i;j;k))unebasedeE
a)la famille B = (i;;0,;dj, ) est une base de E si et seulement si elle est libre.
b) Si: G, =xi+Y,]+zk et d,=xi+y,j+2zket l,=xi +Yy,]+2k

X X X - |
Etly, y, y,|=0alors B =(U;U,;u,) estlibre

L I, L
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