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PROF : ATMANI NAJIB 1BAC SM BIOF

TD-ENSEMBLES ET APPLICATIONS
Exercices d’application et de réflexions

Exercicel :1)Ecrire en extension les ensembles
suivants : Dy, = {n e N/n/180}

A:{neZ/_—SSn2§§} :
2 2

B={xeR/x*+x+1=0}

2)Ecrire en compréhension I'ensemble Des nombres
pairs

Exercice?2 :1) Ecrire en extension les ensembles
suivants :

E ={keZ/|k+]<2}
E,={xeZ/k2<7)
E,={keZ/7<k2<35}

E, ={(xy)eN2/(x+y)(x—y)=32}
E;={(xy)eNe/x*—y :15}

Es =1

. =1
{

=
={

X;y)eZ2/0<2xy <7}

6

m

Y)€
7:{XEZ X n+l
E,={xeZ
B ={(xy)e

P

= ={Xe@/x=aetp;q e N" Vérifiant p < 3q <11}

)

)€
*/(VneN)lzL}
/(

vneN)x2<4+n’ }
N2/0<2x<y<5|

2)Ecrire en compréhension I'ensemble Des multiples
de 5dans N
Exercice3 : Ecrire en extension les ensembles

”—”j:nez}
6
B= sin(£+n—j neZz

12 6

Exercice4 : A:{k eZI|2k+1] SS} et B=

{-2,-1,0,1}
Montrons que : A= B

) T
suivants : A= {COS(E +
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Exercice5 : Soit E={0;1;2}} déterminer tous les

ensembles inclus dans E. Qui s’appelle 'ensemble
des parties de E et se note P(E).
Exercice6 : Ecrire en extension les ensembles

suivants :1) P(P(Q))  2) P(P({a; b}))
Exercice? : donner Complémentaire des ensembles
suivants : [a;b[ 'ensemble Q

2) lintervalle [a;b[ a<b
Exercice8 :Soient les ensembles :

A= { +2k—” keZ} B= { +2k—ﬂ keZ}
4 5 2 5

Monter que : ANB=
Exercice9 : Soient A ; B ; C et Ddes parties d'un
ensemble E

_ {(B_C)u A=E
Monter que : J* - :>(B—D)cA
(C-D)juA=E
Exercicel0 : Soient A ; B ; C des ensembles
Monter que : AcBcC«< AuB=BnC
Exercicell : Soient A ; B ; C des parties d’'un
ensemble E
Monter que :

1) A=(AN BmC)u(AmEmC)u(AmEmE)u(AmBmE)
2)(AUB)N(BUC)N(CUA)=(ANB)U(BNC)U(CNA)
3)AnB=ANC < AnB=ANC

Exercicel2 : Soient A ; B ; C des parties d’'un
ensemble E

Monter que :
ANnBc AnC

Exercicel3 : Soient A ; B ; C des parties d’'un
ensemble E
La différence symétrique de A et B c’est 'ensemble

Qu'on note : AAB tel que : AAB=(A-B)uU(B-A)
AAB =(AUB)—(ANB)

AAB = AAB
VC e P(E) :
Exercicel4 :Soit 'ensemble :
E={(xy)eR2/x2+xy—2y2+5=0}

1)Monter que :

2)Monter que :

3)Monter que : AAB=AAC < B=C
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1) a)verifier que :
V(X y)eR2:x2+xy—2y2=(x—y)(x+2y)
b) Ecrire en extension I'ensemble E N 7.2
c) montrer que : E = {(2t2—5 ; _t2_5j/t € R*}
3t 3t
4) Ecrire en compréhension les ensembles suivants :

A={0;1;4;9;16;...} etB = {—1;3;—1;1;...}

2 314
C={.;5-2L47..}
Exercicel5 :soient E et F deux ensembles et A et
B deux parties respectives de E et F
1)déterminer le complémentaire de AxF dans ExF
2)déterminer le complémentaire de ExF dans
ExF
3)déterminer le complémentaire de AxB dans ExF
Exercicel? : soient 'ensemble :
L={(xy)eR?/x2+y2<1}
Monter qu’il n’existe pas deux parties AetB de R
telsque: L=AxB
Exercicel8 : Soient les ensembles :

1
H=<yeR/y= xeR
{y Y x2+1 }
1
G= R/ly=——:xeR
{ye Y 1+x2+1 - }

1- montrer que : H =]0,1].
a- Considérer un élément y, e H

et montrer que y, €]0,1]

b- Considérer un élément Yy, €]0,1]

et montrer que Yy, € H

2- Monterque G c H

3- Est-ceque G=H ?

Exercicel9 : soit a un nombre réel on considére les
deux ensembles suivants :

E={xeZ/|x+1|<3} et F={xeZ/|2x—a|<4]
1) Ecrire E en extension

2) déterminer les valeurs possibles de a pour
lesquelles ENF =0

3) déterminer les valeurs possibles de a pour
lesquelles NNF =

4) déterminer les valeurs possibles de a pour
lesquelles F =N

Exercice20 : on considére dans Z les deux parties
suivantes :
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2 _
A:{XGZ/WEZ} et BZ{XEZ/)H—]-OEZ}

x-1 X=5
X+10 15
1)a) montrer que (VXeZ—-{5})|——=1+—
)a) que (8}~ % =1+ =
4x2-4x+10 9
1)b) montrer que (VXEZ)—+: 2X-1+——
2x-1 2x-1

2) déterminer: A ; B; A-B;B-A et AAB en
extension
3)on admet que I'opération est associative dans

I'ensembles des parties deZ : P(Z)

Résoudre dans P(Z) I'équation: AAX =B

Exercice2l :Soient les ensembles :
E={(xy)eR2/x2—xy—2y2=0}
F={(xy)eR2/x+y=0}

1) montrerque: F cE

2)déterminer y de Rtelque: (Ly)eE ;estceque
onaEcF ?

3) montrer que : E=F WG ou G estun ensemble a

déterminer
4) Soient les ensembles :

A:{(x; y)eRZIy:x+l+\/x2+1:O}
B:{(x; y)eR2/y=x+1—\/x2+1=O}

a) montrerque : H=AUB

b) déterminer: HNF

Exercice22 :Soient A ; B ; C des parties d’'un
ensemble E

1)a)déterminer une condition suffisante de

Iexistence de X dans P(E) telque: AUX =B
b)résoudre dans P(E) I'équation : AUX =B

2) on suppose que CcAcB
résoudre dans P(E) le systéme : AUX =B
AnX=C

Exercice23 : soit les 2 applications :

f:Z—->R g:Z—->R
et
n|—>(—1)n m—>sin(%+n7zj
Est-ceque f =g ?
. . I f:R" > R"
Exercice24 :soit I'application :
X > X ++/x
f est-elle injective ?
: . L ‘R—>R
Exercice25: soit I'application :
X x2-1

g est-elle injective ?
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f :R—{Z}—)R
Exercice26 :1) 3x+1
X
X—2
Montrer que f est injective
2)g Ro>R
X X2+4
h:N*"—>Q
2) 11 1

N1+ —+—+...+—
2 3 n

1- déterminer les images des entiers 1, 2, 3
2- Montrer que n > m = h(n) > h(m)
3- En déduire que h est injective.

g est-elle injective ?

R" — ]—00;3]

X 3—x2

Exercice27 : soit I'application :

f est-elle surjective de R vers ]—oo; 3].

Exercice28 : soit I'application : FR* >R
X 3—x2

f est-elle surjective de R"vers R . ?
f:R-{2} >R

3x+1

X—2
a- f est-elle surjective de R/{2} vers R.
b- Modifier 'ensemble d’arrivé pour définir une
application surjective.
f iR —[2;+0]
X X2—-2X+3
a- Montrer que la fonction g est surjective.
b- g est-elle injective ?

h:N" - QN[L -+

3) 11 1

N1+ —4+—+..+—
2 3 n

Exercice29 :1)
X

2)

h est-elle surjective ?

. . . f:-R>R
Exercice30 : soit I'application :

X > 2—5X

f est-elle une bijection de Rvers R. ?
f :[L;+o0] = [2;+0]
X X2—2X+3
1- Montrer que f est une bijection de [1,+[ vers
[2,+<[.
2- Soit y un élément de [2,+«[, déterminer (en
fonction de y) I'élément x dans [1,+«[ tel que f(x) =y
L’application qui lie I'élément y de [2,+[, a I'élément
unique x de [1,+[ et solution de I'équation f(x) =y
s’appelle : la bijection réciproque de la bijection f et
se note: f-1
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Exercice31 :

f 2 05 +00[ — ]0;++00[
Exercice32 : soit I'application :

X —
x-1

Montrer que f est une bijection et déterminer sa
bijection réciproque.

Exercice33 :Déterminer la fonction réciproque de la
f :[1;+oo] — [2;+00]
X X2—-2Xx+3

Exercice34 :Soit la fonction g définie par :
g:R—R

fonction

X

1+x2
Montrer que g est une bijection et déterminer sa
bijection réciproque.

. CfR>R
Exercice35 :Soit

X 2X2 =X
1- Montrer que Vxe[-L1] f(x)e {1—2;3}
2- Montrer que : Vy e [1—2;3} I e[-L1]/ (f(x) = y)
on dit que limage de lintervalle [-1;1] par
'application f est l'intervalle [%;3} et on écrit :
-3
f(|-L1f)=|—:3
(21)- 352

h:Rz2 >R
Exercice36 : Soit
(x:y)

X2+ y?2
1- Déterminer les couples (x,y) qui vérifient

h((x.y)) = 1
2- Représenter dans le plan muni d’'un repére
orthonormé les points M (x, y) qui vérifient

h((x, ) = 1.

f:R-{-1} >R
Exercice37 :soit I'application :
3x-1
-
X+1
4
1) Montrer que : VxeR—{-1} f(x)=3-——
x+1
2)Déterminer : f (K) avec K = J-o0;—1]
Exercice38 : soit I'application : FR-R
X > X2
Déterminer : f*(B) avec B =[-14]
Exercice39 :soit I'application : FR—->R
X > C0S X
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Déterminer : (D) avec D=]1;2]
Exercice40 :Soitg: R — R

X déterminer f-1([1,2]) f*([L2
o f-1qe2) f([12))
Exercice4l :Soit I'application :

f:Ro>R

Ecrire I'expression de f sur [-1,1
X > 31— X7+ x P fsur{=1.1]

Exercice4?2 : Soit 'application
g:R-{1} >R
3x+1
x—-1
2- A partir de g, définir une bijection de R dans R
f:R>R

X X2 —2x+1
Déterminer la restriction de f sur lintervalle |-o0;1]
f:R>R

X > 2x—|x|+3

1- g est-elle bijective ?
X

Exercice43 :soit I'application :

Exercice44 :soit I'application :

Déterminer la restriction de f sur l'intervalle ]—oo;O]

Exercice45 : soit les applications :

f:R" >R  9:R-o>R

X = X X > 2|x| - x

Est-ce que g est un prolongement de f ?

Exercice46 : 1) Montrer que :

(Vx € R)(Vm € Z)(E(m + x) = m + E(x)).

2) Vérifier par un contre-exemple que :
E(x +y) # E(x) + E(y)

h:R—>R

X E(3x+1)+x

1- Veérifier que h n’est pas injective.

3) Soit I'application

2- Donner la restriction de h sur l'intervalle [0;%[ .

3- Déterminer : h™ {4} et h™{2}; h est-elle

surjective ?.
Exercice4? : Soient les deux applications :
f:R-{0} >R g:R-{l} >R

et

1 X
X — X —
X2 x-1

1- Determiner f(g(3)) ; f(g(=1)) 9(f(3))

2- Donner la condition sur x pour que le réel g(f(x))
existe.

3- Donner la condition sur x pour que le réel f(g(x))
existe.

4- Déterminer les application fog et gof.
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h:R* > EH_OO{

Exercice48 : soit I'application :
1

X X+ \/;-i-z

1)Ecrire I'application h comme La composée de deux
applicationsfetg: h=go f

2)a)Montrer que f est une bijection et déterminer sa
bijection réciproque

b) Montrer que g est une bijection et déterminer sa
bijection réciproque

c) en déduire que h est une bijection de R" dans

{Z ; +oo[ et déterminer sa bijection réciproque

Exercice49 : soient les applications :
f o] 40o] > 4o 9 J& oo — J1; +oof

2 etXH[\/;-HLI
Ix-1 Jx -1

1)Déterminer : f ([2;4]) et g™({9})

X1+

2)Montrer que f est une bijection de ]1;+oo[ dans
J1;+oo[ et déterminer sa bijection réciproque
3)a)vérifier que : Vx e JL;+oo[ : g(X) = (f (x))2
3)b)en déduire que : g est une bijection de [1;-+oof
dans [1;+oo[ et déterminer sa bijection réciproque

Exercice50 :Soient les ensembles :
E={X€]—7Z';27Z'[/tanx=\/§ZX€R}

F:{xe]—n‘;Zﬂ'[/X:%-i-kﬂ':kEZ}

G:{XE]—E;Zﬂ'[/X=%+gﬂ'Ik€Z}

336363
Vérifierque: SCE et ECS etque E=S et E=G

S_{—5ﬂ.1.£.2_ﬂ.7_ﬂ.5_”}

i 4 14
Vérifier que: § n‘est pas un élément de E et que

E+xF
. - 5n+8
Exercice51 :Soient A= IneN; et
8n-1
B={2n+4/neN}
2n-1
1- Est ce que : EeA ? EeB ? 4_263 ?
3 25 37
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6
2- montrer quegest un élément commun entre A et B.

Exercice52 :Soit la fonction f définie par :
f:R—>R

X

1+ x2
A={xeE/xgA}

1-Montrer que chaque élément de R a une image.
2- l'implication suivante est-elle vraie :

(P) (a#Db)= (f(a)# f(b))
3-Montrer que (vx € R) f(x)e [%1%}

-11
4- Montrer que (Vy € [75} (3X € R)( f (X) = Y)

Exerciceb53 Soient les deux applications suivantes :

f:N>Z g:N—>2

ot . :
1 (1) xn m_){n.sm.palr

—n.si.n.impair
Veérifier que (vn € N)(f(n) = g(n))
C’est en forgeant que ’on devient forgeron » Dit un

proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices

Que ’on devient un mathématicien
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