TD LIMITE DUNE FONCTION
EXERCICES D’PPLICATIONS ET DE REFLEXIONS AVEC SOLUTIONS
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LIMITE D UNE FONCTION

X
fix—>—
X+1

Exercice : Soit la fonction :

Montrer en utilisant la définition que : lim f (x)=0

x—0

Solution : Montrons que :
(Ve > 0) (3a >0) (VxeDf) (O<|x |[<a=>|f(x) | <e?
Soit : Xe}—l;lli donc|f (x) = X 1<)

2 2 X+1
Soit € > 0 on cherche a >0 tel que :
O<|x [<a=|f(x) | <€
Pour avoir |f(x) | < il suffit d'avoir 2|X|< ¢ et

|x|<l cad |X|<£et |x|<1
2 2 2
Il suffit de prendre a le plus petit des

& 1
nombres: — et—
2 2

donc: leirg f (X):O

Exercice2 :1)monter que : Iing x? cos(g) =0
X— X

2)a)monter que : Vxe|-L1] : ‘x2+5x‘s6|x|

o

<x?etona limx*=0
x—0

b)Calculer limx* +5x
x—0

Solution : 1) ona VxeR" <1

x? cos(gj
X

. 2
Donc: lim x* cos(—) =0
x—0 X

donc

2)a)ona : ‘xz+5x‘:|x(x+5)|:|x||x+5|
Et puisque : xe|-L1] alors: 4<x+5<6
alors : |x+5/< 6 donc ‘x2+5x‘s6|x|

b) puisque : lim6|x|=0 alors : limx* +5x
x—0 x—0

Exercice3 :monter que: Iing2+x25in(1j =2
X—> X

. (1]

sin| =

X
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Solution ; xe R’ <1 donc:

<x2etona limx*=0

x—0

|f(x)-2=x2

ol )
sin| =
X
Alors : legg f(x)=2

Exercice4 :monter que: Iirrl J2x+1=3

Solution : VXEI:—%;+OOI:
)-3=NBxi1-g= o 2d
x+1+3
etona 2x+1+3>3 donc: |f(x)—3|s§|x—4|
et puisque : Ixim|x—4|:OAIors: Iximf(x)zs
Exerciceb :étudier la limite de la fonction :

., 2 _
f(x):Meno
X

Solution :
On remarque que : (Vx € R*) :

()= (Ve -1)(VLee+1)  1hye1
- x(\/1+7+1) - x(\/1+7+1)

(on a multiplié par le conjugué)

0= Fmem

(Vx € R*)(|f(x)| < |x|) et puisque Iing|x| =0 alors

D’autre part :

lim f (x)=0

x—0

Exercice6 : Soit la fonction définit par :
f(x)=x2+3x+2

monter que : XIi%nj1 f(x)=6

Solution : f(-1+h)—-6=h2-5h

| f (~1+h)—6|=|h2—5h| =|h||h—5]

Si he]-11 alors: |f (~1+h)-6|<6|h|

puisque : Liirg6|h|:0 alors : lim f (-1+h)-6=
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donc : lim f (x)=6

x—-1

Exercice7 : Soit la fonction définit par :

x—1
f(X):m

. 1
monter que : leig f (x):§

Solution : f(-1+h)—6=h2-5h

1 2h
f(2+h)_§:3+_h

Si he]-1;1 alors : ‘f(2+h)_l‘=‘ﬂ <h|
3| |3+h
N . 1
puisque : m|h|—0 alors : lim f (2+h)—§_0

donc : lim f (x) =

X—2

wlF

f-R>R
Exercice8 :Soit la fonction

X x—E(x)
Ou E désigne la partie entiére.
1- Ecrire les expressions de f sans utiliser la
partie entiére sur les intervalles ]0,1[ et ]1,2].
2- Construire la courbe de la restriction de f sur
[0,2].
3- La fonction f admet-elle une limite en 1.
4- Soit la fonction g(x) =xeth(x) =x -1
a) Remarquer que f et g sont confondues sur
10,1] et que f et h sont confondues sur ]1,2[
b) déterminer les limites de g et de h en 1.

) ) ) X—=1x
Exercice9 :Soit la fonction f : x — &

x2-1
Déterminer |XILT11 f(x) et |XIL1} f(x)
x>1 x=<1
Solution : vxe R-{-1;1}
Si:x>=1: f(x)= (x=1x__ x
(x-1)(x+1) x+1
Donc : fim f (x) = lim—- =+
oy Ix+l 2
Si:x=<1: f(x)= —(x-1)x __X
(x=1)(x+1)  x+1
Donc : lim f (x) = lim-— =1
2 1 Xx+1 2

x=<1 x=<1

Remarque : lem f(x)= Ixim f(x)

x>1 x=<1
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ExercicelO :

1-x st x=1
f(x)= 2
X six>1

*
'

La courbe ci-contre est la courbe de la fonction
définie par Morceaux comme suite :

ffR—R

x—»1-xsix<1

X x2six > 2

Déterminer graphiqguement les limites de la
fonction f a droite et a gauche de 1.
Exercicell :Soit la fonction g définie par :
g-R—-R

xH2x2-x+3six21

x> —x2+x+asix<l

Déterminer a pour que la fonction g admet une
limite en 1.

Exercicel?2 :Soit la fonction f : x —

Etudier la limite de fen x,=-1

Solution :Déterminons lim f (x) et lim f(x) »
x—>-1 x—>-1

x>==1 x<-1

Solution : vxeR—{-11}

2
|x+]“x—]4 x—1
Donc : lim f (x) = lim-**1_0
x—>-1 x—>-1 X —
x=—1 x=—1
Si:x=<-1: f(x)= (x+1) _x+1
[x+1x-1 x-1
Donc : lim f (x)= IimX—+1:0
x——1 x>-1x—1

x<—1 x=<—1
donc : lim f (x)=lim f (x)=0donc : lim f(x)=0

x—>-1 x—>-1 x—>-1
x--1 x=<-1
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Exercicel3 : Soit la fonction: f :x—

X2+ 2
déterminer : xllrﬂo f(x) et lim f(x)

X—>—00
Solution ; ¥xeR" ona X2+2> X2 donc

|imi= lim %=0 donc:

X—>—00 X

3
|f(x)|g; etona lim 2
lim £ (x)=lim f(x)=0

1+sinx

1+\/§

Exercicel4 : Soit la fonction: f :x+—

déterminer : lim f( )

X—>+00
ona 1+\/;2\/; et

Solution : VxeR’

) 1+sinx 2
0<1+sinx<2d <—d
onc 1+\/_ \/_ onc
2 . 2
‘f(X)‘Sﬁ etona xILrPoo_X_O donc:

Exercicelb :Soit la fonction :

f :xr—>(x2 +x4)sin§ déterminer : IXIDQ f(x)

. . 1
Solution : VxeR*ona -1<sin=<1 et X¥*+x*>0
X

1
donc —x* —x* £(x2 + x“)sm— < X% +x* et puisque :
X

limx® +x* =lim—x* —x* = 0alors : lim f (x)=0
x—0

x—0 x—0

Exercicel6 :Soit la fonction : f : x> 3x*> +5x+1

déterminer : lim f(x)

X—>+00

Solution : Vxe R ona 3x? <3x? +5x+1 et et

puisque : lim 3X2 = +0alors : lim f (X)=+OO

X—>+00 X—>+0

Exercicel? : Soitla fonction: f :x+— x+sinx—-1

déterminer : lim f(x)
X—>—00

Solution : ¥xeRona —1<sinx<1 donc:
X—2< f(X)SXet puisque :

lim X=—o0alors: lim f(X):—OO

X—>—0 X—>—0
24+sin (1j
_\XJ

Exercicel8 :Soit f(x)= -
X
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1- Montrer que (Vx € R*) f (x)> L
X2

2- En déduire lim f (x)

x—0

lim x2— \/§

X—>+00

Exercicel9 : déterminer :

Solution :
ona limx2=+o; lim —+/X = —o0
X—>+0 X—>+00

Donc Formes indéterminée : "+o0—o"

lim xz—\/;— lim x{l—ﬂJ— lim Xz[l_ij

X—>+0 X—>+00 XZ X—>+0 X /

puisque : lim —_O et lim x2=+o0
X—>+00 X\/_ X—>+00
alors : lim Xz—\/;:—koo

X—>+00

) 1
limx® +x+2+—=
x—0 X

Exercice20 : déterminer :

1
I|mx +X+2=2 et |Im—:+oo
x>0 x?

Solution:ona:

: 2 1
Donc : limXx® +X+2+—= =+
x—0 X

Exercice2l : déterminer :

) lim X3 +1 2 lim X3 +1
x—1 (X _1)2 X—>+00 (X _1)2
3) I|m 2X° + x> —x+4

Solution : 1)ona: Iirrl1(x—1)2 =0" et Iirq X} +1=2
X=: X"

x4l
Donc ; liM———= =+
1 1
x*+1 Xs(“x?’j i
2)ona: lim = lim———22 = lim x—2X

-

X420 (X _1)2 X—>+00 Xz( _)2 X—>+0 (1_1jz
X X

etona: I|m %—Oet |Im1—0 et lim 1+i=l

o ¥ X—>+0 ¥ X—>-+00 X
: 1 Xy :
et lim1-==1 Donc: lim =10 car lim x=+o0

X—>+00 X X400 X_l X0

3) lim 2x3 + x> —x+4= lim 2x° 1+i—i+£3
Xoe X0 2X  2x%2 X
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- lim 2—I|m 1 = lim L =0
ona. 3 X—>+0 2X X—>+0 2X et

X—>+0 X

lim x* =+ donc lim 2x3 + X% =X+ 4 = 40

X—>+0 X—>+00

lim 2x® + x* —x+4 = lim 2x® 1+i—i+£3
X X—y—oo 2X  2x2 X

- lim 2—Iim L = lim 1—O t
ona. X—>—00 X3_x—>—oo2)(2_x—>—oo2x_ e

lim x* == donc lim 2x® + X% =X+ 4 = -0

X—>—00 X—>+00

3x+1

Exercice22 :calculer lim —
+X-2

x—1" X

Solution :ona:lim3x+1=4

x—1t

ona:limx*+x-2=0"
x—1t
X ‘—oo -2

I
X2 +x—-2 -
s 0 0 ®

3x+1
Donc lim ————— =+
1" X2+ X—2

Exercice23 : Déterminer les limites suivantes :

le— +too

2 4
1) lim 2x+5x*-7x*  2) lim 2X+5X—7X
X0 o X —10x% +14x°
2 5 2 _
3) lim P iy X
oo XT 42X -1 2X° +2X—4
5) lim \/4x+ -3
x>2 X? —3X+2
Solution : 1) lim 2x+5x*-7x* = lim-7x* = -
I o G O G O G
2) lim > 7=lim ——=1lim —=-w
xot0 X =10X° +14X°  xow0 14X o0 2
2 a5 95
3) lim 28X =2 _ iy 72X iy g
X——0 X° +2X x—>—0 X x50 X

Exercice24 : Déterminer les limites suivantes :

1)“msl_nZX 2)im 003[13“ J3sin x—cosx
x-0 5in 3x x-0" s ” %
6 X——
6
Solution : 1)
. sin2x .. sin2x  3x 2 2 2
lim— =lim X — x—=1Ixlx—=—
x=>0sin3x x>0 2x  sin3x 3 3 3
2) lim cos«/;—l directement on trouve une
x»o* X

formes indéterminée : .0.
0
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cosJ— 1 jim_ L 1mcosx | 1fi-cosh| 1 .1
Ho x>0" 2 (\/;)2 h>0t 2 Dz 2 2
h 2
(On pose /x =h)
3)im \/35sin x —cos x
xsT 7
6 X——
6

On montre que : /3sin x—cosx:ZSin{x—%j

. T
. 2sin| x—=—
. f3sinx—cosx .. 6
lim =lim

oI (T X X_%

T
—<h->0

On pose x—%:h) donc x -

Donc: = 21im sinh

h—0

Exercice25 : Déterminer les limites suivantes :

2) lim cos3 3) lim 1+sinx
X400 X X”+°°X2(2+COSX)

=2x1=2

. .1
1) lim x?sin =
x—0 X

4) lim 1+

X

Solution : 1)on pose :

ot

limx®>=0 Alors : lim f (x)=0
x—0

x—0

.1
f(x)=xsin=
(x)=x?sin x

vx e R <1 donc:‘f(x)‘ﬁxz eton a

2) lim 22X 2 on pose : £ (x)= 92X
X—>+0 X X

Vx e R* |cosx|<1 donc : ‘f ‘ | | eton a
X
lim i:0 Alors : lim f(x)=0
X—>+0 X3 " Xt
3) i 1+sinx ? on pose : f(x): 1+sinx

x>+ X% (24 C0S X) x> (2+cosx)

VxeR" —1<cosx<l et —1<sinx<ldonc:

0< Ltsinx <2 donc0< f(x)g3
2+C0S X X2
Et puisque : lim0=0 et lim %:o Alors :
X—>+0 X—=+0 X
lim f(x)=

X—>+0

X

2+4x* +1

4) lim1+

X

? on pose : f(x)=1+
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VXeR™ 2+4/x +1>+/x* cad 2+/x* +1>x2

donc: ; 1donc |f

244x 11 X2 TN

lim —:o Alors : lim f(x)=1

X—>—00 |X| X—-00

Et puisque :

Exercice26 : Soient les fonctions tels que :

f(X)=v2x+1(-3x"+x) et g(x)= g§>i23;21(\/;+1)

(x)= X‘(:’;Xj 21)

1)Déterminer :

X241 .
T SinXx

et h(x)=

lim f (x) et lim f(x)

X—2 X—>+o0
lim g(x) et Iirr;g(x)
limh(x)

Xx—0

2)Déterminer :

3)Déterminer :

4)Déterminer les limites aux bornes du domaine
de définition de k
Solution :

1)Déterminer : lim f (x) et f(x):\/2x+1(—3x2+x)
Iirr212x+1:5 et Iin;—3x2+x=—10
Donc : lim f (x) =5 x(~10)=-10V5

x—2

lim 2x+1= lim 2x=+o0

Donc : lim y2x+1=+w
Etona: lim=-3x+x=lim=3x% = -
Donc : lim f(x)=-x»
2
e 2) limg(x) ? et g(x):—ZX +21(\/§+1)
X—>+00 (X—B)
Ona: limvx=+0 donc: lim X +1=+o
2
Et lim M lim 2;( =-2 donc : lim g(x)=—o
X—>+0 (X 3) X0 X X—>+0

e 2) IXiLr;g(x) ? et g(x)zzii}l(\/pl)

I|m«/;+1 J3+1 et I|m 2x* +1=-17 et lim(x- 3) =0

X—3

donc : leLr; g(X) =00

3) limh(x) 2.
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. . X2+1sinx
i)y S
Or li rrg%—l et puisque : I|mx2+1 1 et Img x2=0"
. X2+1 .
et lim=——==+00 alors : limh(x)=+o
-0 ¥ x—0
-3x+1
4y k(x)= K(2) donc : D, =]-0;0[U]0;2[ U]2;+oq]
o limk(x)= lim 22 jim =2 jim 220
X—>+0 X0 X5 — X Xt X X0 Y
=3+l =3X -3
limk(x)=lim =lim—=Ilim—=0
¢ X——0 ( ) X——00 X2_ X X—>—00 X2 X——00 X

o lim-3x+1=1 et I|mx -2x=0

x—0

Etude du signe de : x* —2x

r |—-o00 0 92 +oo
z(z—-2)| + ¢ ¢ +
Donc : limx*-2x=0" et limx*-2x=0"
x—0" x—0"

Donc : Ilmk( )=—0 et limk(x)=+w»

Xx—0 x—0

lim-3x+1=-5etlimx*-2x=0" et limx*-2x=0"

X—2 x—2" X—2"

Donc : limk(x)=-w et limk(x)=-+xo

x—2" x—2"

Exercice27 : calculer les limites suivantes :

N2x-2 - 2%°+3x2—4x—

1)| 2) ||mw
-2 X2 +3x-10 X1 X1
3) limyx’+x-x  4) lim tan x~1
x—»z X—2

Solution : 1) |in;ﬂ-2=0 et limx’ +3¢-10=0

on trouve une formes indéterminée : 0.

B2 (V2-2)(f2x+2)
HzX +3x-10 HZ(x2+3x—10)(\/§+2)
(2x-4) 1 2 1 2

=lim X =lim N =—

23 +3x2-4x-1
m——— ?

x>l X3—1

Ona: x3—1=(x—1)(x2+x+1)
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Et 2x°+3x2—4x—1=(x—1)(2x* +5x+1)
Donc :

CCe3e-dx-1 . (=D)(2045x+1)  oxysxal g
lim ; =lim =lim= 2
ol -1 oL (x=D)(+x+1) o X ax+l 3

3) limyx’+x-x ?

X—>+00

Ona: limx*+x=4w donc: limyx*+X =+w

X—>+00 X—>+0

Et lim-x=—0

X—+0

on trouve une formes indéterminée : "+ w—ow"

(\/x2+x—x)(\/x2+x+x)
lim VX2 +x-x=lim \/2_
X400 X—>+0 ( X +X+X)

2 2
. XXX X
lim X%+ x - x = lim Z—=—=———= lim —————

X—+0 X—+0 ’ 2 X—+0
XHX+X x2(1+1j+x
X
= lim——2X or x — +o donc x| = x
|x| (1+1j+x
X
. X . 1 1
= [im —————=lim —:E
X—>+00 X—>+0 1
x[ (1+1j+1 (1+j+1
X X
4 lim tanx-1
X‘)Z X—*
4

On pose x—%zh donc x5 =h-of

tan [h +”j
4

V4 h—0 h

tanh+tanz
or:tan(h+£j= 4 tanh+1

1-tan hxtan% 1-tanh

. tanx-1 .. 2 tanh 2
lim—==1im X =—x1=2
N 7 h>0 l1—tanh h 1
4 X—Z
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« C’est en forgeant que I’on devient forgeron »
Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices

Que ’on devient un mathématicien
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