Cours LIMITE D UNE FONCTION avec Exercices avec solutions

PROF: ATMANI NAJIB
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LIMITE DUNE FONCTION

) RAPPELLES ET COMPLEMENTS.
la, b[= {x € R/a < x < b}
1)Le centre de l'intervalle] a, b [est le réel

« = a+b
° 2
2)Le rayon de l'intervalle ]a, b[ est le réel positif
b—a
r =
2

Activité : Déterminer les bornes d’un intervalle
ouvert de centre x,et de rayon r

(deux réels données)
Définition :L’ensemble : ~

Jasb[ ={xeR/a<x=<b}—{x,} ot x, estle centre
de lintervalle ]a, bl :
S’appelle l'intervalle Pointé de bornes a et b.
Remarque :Si r est le rayon de l'intervalle ]a, b[ et
X, son centre alors : Ja;b[ =%, —1;% + 1]~ {X}
X & X=X+ [ ={X} << |x=x|=<r
Activitél :Montrer que
X e X=X+ [ {X} << |x=x|<r
Activité2 :
1-Rappeler I'image d’'un ensemble par une
application.
2- Rappeler f(A) c B
3- Traduire en utilisant les valeurs absolues :
f(]% 1% +r[—{x%})cI-B1+4]
[I) LIMITE NULLE EN O.
f:-R>R

Activité3 :Considérons la fonction : x°

X
1- Déterminer 'ensemble de définition de f.
2- Ecrire des expressions de f sur des intervalles
sans valeur absolue.
3- La courbe de f est ci-contre :
a)- Déterminer un réel a tel que :

f (Jreval-{0})<]-2.2
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b)- Déterminer un réel a tel que :
f (]~ o -{0}) = |-10%107] [
c)- Déterminer un réel a tel que :
f (]—a;a[—{O}) c ]—g;g[
En répondant a la question 3-c) on peut
Conclure que :
(Ve > 0)(3a > 0)(Vx € Df )(0< |x|< a= |f(x)| <e
On dit que la fonction f admet 0 comme limite
en 0. eton écrit : lim f (x)=0
x—0

Définition : Soit f une fonction définie sur un
intervalle pointé de centre 0. On dit que f admet
la limite 0 en O si elle vérifie la propriété suivante
(Ve >0)(3a > 0)(Vx € Df )(0 < |x| <a =|f(x)| < &.
On écrit : lim f (x)=0

x—0
Remarques :1)Le faite que f est définie sur un
intervalle pointé est essentielle. g(x)=+/x +v-x

est définie en 0 et n’admet pas de limite en 0.
Dg = {0}.
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Propriété :Si f et g sont confondues sur un
intervalle pointé de centre O et si Iirrg f(x)=0
X—>

alors !(I_YE g(x)=0

Propriété :Les fonctions : x+ x" (n € N¥) ;

XH\/M;x'—)kx

Tendent vers 0 quand x rend vers 0.

X
fixt>—
X+1

Montrer en utilisant la définition que : Iirrg f(x)=0
X—>

Exercice : Soit la fonction :

Solution : Montrons que :
(Ve > 0)(Fa >0)(VxeDf)(0<|x |<a=>|f(x) |<e?

Soit : XE}—E;EI: donc|f(x)| <2|x|
2 2

x+1

Soit € > 0 on cherche « >0 tel que :
O<|x [<a=|f(x) | <€
Pour avoir |f(x) | < e il suffit d’avoir 2|x|< ¢ et

|x|<1 cad |X|-<£et |x|<1
2 2 2
I suffit de prendre «a le plus petit des

& 1
nombres: — et—
2 2

donc:lhnf(x):

x—0

) LIMITE FINIEL EN a.

Définition : Soit f une fonction définie sur un
intervalle pointé de centre a et [ un réel. On dit
que la fonction f tend vers [

quand x tend vers a si : lim f (x)-1=0. c.-a-d. :

(Ve > 0)(Fa >0)(VxeDf)(0<|x — al<a=>|f(x) -l| < &
Propriété :Si P est une fonction polynéme alors
limP(x)=P(x,)

X—Xg
Une fonction polynéme P c’est une fonction qui
s’écrit de la forme :
P(X)=a,+aX+a,x’.+...+aX"

Exemple : |iI‘T;3X2+2X+1:3><22+2><2+1:l7

Propriété: Si sur un intervalle pointé de centre a

ona: |f(x) - I| < u(x) et limu(x)=0alors

lim f (x)=1

X—a
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Exemplel :1)monter que : Iirrg X’ cos(g] =0
X—> X

2)a)monter que : Vxe|-L1] ‘x2+5x‘36|x|

o

<x?etona limx*=0
Xx—0

b)Calculer limx* +5x
x—0

Solution : 1) xe R’ <1

x? cos(gj
X

) 2
Donc: lim x® cos(—] =0
x—0 X

donc

2)a)ona : ‘xz+5x‘:|x(x+5)|:|x||x+5|
Et puisque : xe]-L1] alors: 4<x+5<6
alors : |x-+5[=<6 donc [x* +5x<6x]

b) puisque : lim6|x|=0 alors : lim x* +5x
x—0 x—0

Exemple2 : monter que: Iing2+xzsin(£)=2
X— X

ot

<x2 etona limx*=0
x—0

xeR"

ut

Alors : legg f(x)=

Solution : <1 donc:

|f(x)—2|=x2

Exemple3 : monter que: Iirq\/2x+1=3
: 1
Solution : VXGI:—EHOOI:

2|x 4
2x+1+3

X)-3=N2x+1- 3\

etona +2x+1+3>3 donc: |f(x)—3|§z|x—4|

et puisque : I|m|x 4=0Alors : lim f (x)=3

X—4

Propriété :Si f et g sont confondues sur un
intervalle pointé de centre a et si lim f (x)=|

alors limg(x)=
Exemple :On se propose d’étudier la limite de la

, 2 _
f(x)=Men0
X

On remargue que : (Vx € R*) :

fonction :
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(Vi+x2-1)(Virre+1)

f(x): _ 1+x2-1
x(\/1+7+1) x(\/1+7+1)

(on a multiplié par le conjugué)

X)= —=__Dautre part :

"0 e

(Vx € R*)(|f(x)| < |x|) et puisque Iing|x| =0 alors
leirg f(x)=0

Propriété : Soit f une fonction définie sur un
intervalle pointé de centre a et [ un réel. la
fonction f tend vers [ quand x tend vers a si : la

fonction h— f (a+h)-I tend vers 0 quand x

tend vers 0
Exemplel: f(x)=x2+3x+2

monter que : )!Lnjl f(x)=6

Solution : f(-1+h)-6=h?-5h

| f (~1+h)—6|=|h2—5h| =|h||h—5]

Si he]-11 alors: |f (~1+h)—6|<6|h|
puisque : Liﬂg6|h|:0 alors : lim f (-1+h)-6=0
donc : lim f (x)=6

x—>-1
Exemple2: f(x)=—

. 1
monter que : lem f(x) =3

Solution : f(-1+h)-6=h?-5h

f(24h)-T= 2N
3 3+h
Si he|-L1 alors: |f(2 h_l‘=ﬂ_h

. . . 1
puisque : ngg|h|:0 alors : lim f (2+h)—§:0

donc : Iimf(x):%

X—2

Propriété :Si sur un intervalle pointé de centre a
ona: g(x) < f(x) < h(x) et si
limg(x)=limh(x)=I alorslim f (x)=1

X—a
Propriété : Soit f une fonction définie sur un
intervalle pointé de centre a
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0na:|im|f(x)|:0c>limf(x):O

Remarque :
lim|f (x)|=1< lim f (x)=1ou lim f (x)=-I

Propriété :Si f admet une limite [ en a alors
cette limite est unique.

IVV) LIMITE A DROITE, LIMITE A

GAUCHE.
1) Définition
f:R>R

Activité :Soit la fonction
X X—E (x)

Ou E désigne la partie entiere.

1- Ecrire les expressions de f sans utiliser la
partie entiére sur les intervalles 10,1 et ]1,2][.

2- Construire la courbe de la restriction de f sur
[0,2].

3- La fonction f admet-elle une limite en 1.

4- Soit la fonction g(x) =x et h(x) =x -1

a) Remarquer que f et g sont confondues sur
]10,1] et que f et h sont confondues sur ]1,2[

b) déterminer les limites de g et de h en 1.
Définitionl : Soit f une fonction définie sur un
intervalle de la forme] a, a + r[our >0et [ un
réel. On dit que la fonction f tend vers [ quand x
tend vers a a droite si la proposition suivante est
vraie :

(Ve>0)Fa>0)(VxeDf (a<x<a+ta=|f(x)-I<e

Et on écrit : |§ljr:a1f(X)2|ou XILrBf(x):l

Définition2 :Soit f une fonction définie sur un
intervalle de laforme Ja-r,a[our>0etl un
réel. On dit que la fonction f tend vers [ quand x
tend vers a a gauche si la proposition suivante
est vraie :

(Ve>0)Fa>0)(VxeDf )(a-a<x<a=|f(x)-l<e
Et on écrit : lim f (x)=lou lim f (x)=I

X—a~
x<a

: : x—1x
Exemple :Soit la fonction f : x ﬁ

x2-1
Déterminer |XILT} f(x) et |XILT} f(x)
x>=1 x<1
Solution : vxe R-{-11}
Si:x>1: f(x)= (x=Dx___x
(x-1)(x+1) x+1
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Donc : lim f (x)=lim—~ =

ey Ax+l 2
Si:x=<1: f(x)= —(x=Yx __ x
(x-1)(x+1) X+1
Donc : lim f (x) =lim-—— = -2
Xl x>l X411 2

x=<1 x=<1

Remarque : |XIL:1] f(x)= IXILF f(x)

Exercicel:

1-x st x=1
f(x)=<
X si x>1

La courbe ci-contre est la courbe de la fonction
définie par Morceaux comme suite :

fiR—R

x> 1-xsix <1

X x2six > 2

Déterminer graphiquement les limites de la
fonction f a droite et a gauche de 1.

Exercice2 :Soit la fonction g définie par :

g R—->R

x> 2x2-x+3six21

x> -x2+x+asix<l

Déterminer a pour que la fonction g admet une
limite en 1.

Théoréeme : Une fonction f admet une limite [ en
a si et seulement si elle admet une limite a droite

de a égale a sa limite a gauche de a égale a [.
limf(x)=le limf(x)=1 et lim f (x) =1

X—a X—>a
X>a X<a

2
Exemple :Soit la fonction f : x — %
X J—

Etudier la limite de fen x, =-1

Solution :
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Déterminons  lim (x) et lim f(x) 2

x——1
X==1 x<=1
Solution : vxeR—{-11}
2
poedd a1
Donc : lim f (x) = lim— X3
-y o -1
Si:x=<-1: f(x)= (x+1) _x+1
[x+1x-1 x-1
Donc : lim f (x)= IimX—+1—0
ey o x-l

donc : XILmlf(x)=Xler_11f(x)=Odonc: XImf(x)zo
x=-1 x=<-1
2) Propriétés
Toutes les propriétés mentionnées au paravent
sont vraie a droite et a gauche de a en tenant
compte des conditions
Propriété :Si sur un intervalle de la forme
Ja, a+r{on a: |f(x) - I| S u(x) et limu(x)=0
X>a
alors lim f (X) =
X—a
X>-a

Propriété :Si f et g sont confondues sur un
intervalle de la forme Ja, a + r[ etsi lim (x)=I

X>a

alors lim g (X) =
X—a
X>a
3) Opérations sur les limites finies.
Propriété :Soient f et g deux fonctions tels que

Iin;f(x):l et Iin;g(x)zl’ona:

lim(f+g)(x)=1+1" et lim(fxg)(x)=IxI"et
. . 1 1 .
I|r2|f|(x)=|l| et lerrg(a)(x)=r si I'#0

et Iim(iJ(x):%si I"#0et m [T (x)=+I si -0

X—a g

Ces propriétés sont vraies a droite et a gauche
d'un réel a.

Exemple: Iim—‘x2+3+1=§=3

-1 2x-1 1
V) EXTENTION DE LA NOTION DE
LIMITE.
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1) Limite infinie a droite (a gauche) de a.
f:R>R
Activité :Soit la fonction 1
X =
X
La courbe représentative de f est I'hyperbole de
centre 0(0,0)
1- Compléter le tableau suivant :
x |107%2]107°|107%° 1077
f(x)

Que remarquer-vous ?

Considérons A = 10100 déterminer un réel a tel
quesiO<x<a

Alors f(x) > 10100.

Montrer que :

(P):(VA>0)3a>0)(VxeDf )0O<x<a= f(x)>A)
La propriété (P) veut dire qu’on peut rendre f(x)
aussi grand qu’on

veut ; on dit que la limite de f est +~ quand x
tend vers 0 a droite et

on écrit : lim f (x) =+

x—0
Définition :Soit f une fonction définie sur un
intervalle de la forme] a, a + r[ ou r > 0, on dit
que la fonction f tend vers +« quand x tend vers

a adroite si :
(VA > 0)3a >0)(Vxe Df )(0 <x — a< a =f(x) > A)

On écrit : lim f(X)=+OO

x—a*

Propriété :Les fonctions : x> k|x|; x> k\/m;

x> k|x[" Tendent vers 0 quand x rend vers O.
Propriétés :
linverse des fonctions x i k|x|; x> k\/m;
x> k|x|" o0 k un réel strictement positif et n €
N+, tendent vers +~ quand x tend vers 0.
Définitions :1) lim f (x)=—oo:
X—a

(VA >0)(3a >0)(Vxe Df)(0<x — a< a =>f(x) < —A)

lim f (X)=-+o0:
2) X—a~ ( ) o
(VA > 0)(3a >0)(Vx eDf)(0< a - x <a =f(x) >A)
3) lim f (x)=—c0:

X—a~

(VA > 0)3a> 0)(VxeDf )(0 <a - x<a =f(x) <-A)
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Interprétations géometriques :

(P

lim f (x) =—o

X—a

lim f (x) =+
X—a

Exercice : Compléter l'interprétation

géométrique.

Définition : Si la fonction f vérifie 'une des

limites suivantes :

lim f(X)=+OO ou lim f(X):—oo ou

x—a’ x—a*

lim f (x)=+c ou lim f(X)=—o Alors

X—a~ X—a~
On dit que la droite (A): x = a est une
Asymptote verticale.
2) Limites finies en £

f:R>R
Activité :Soit la fonction 1

X =

X

La courbe représentative de f est I'hyperbole de

centre 0(0,0)

+5

+1

1- Compléter le tableau suivant :
X 10> | 10° | 10 | ... | 10°

f(x)

Que remarquer-vous ?
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Considérons & = 10'* déterminer un réel B tel
que si x > B alors |f(x)| < €.
En général, montrer que :
(P): (ve>0) (3B >0) (Vx € Df)(x > B=|f(x)| < ¢)
Définition :Soit f une fonction définie sur un
intervalle de la forme ]a, +=[
(a un réel quelconque) et [ un réel, on dit que la
fonction f tend [ quand x tend vers + si :
(Ve>0)(AB>0)(VxEDf )x>B=|f(x)- I <¢)
On écrit : Xlirll f(x)=I

k

Propriétes : les fonctions xn—>£; X —=;
X X

X ou k un réel donné et n € Nx

n

X
Tendent vers 0 quand x tend vers +«.
Définitions :Soit f une fonction définie sur un
intervalle de la forme ] = «, a[ (a un réel
quelconque) et [ un réel, on dit que

la fonction f tend [ quand x tend vers —« si :
(Ve>0)@B > 0)(Vx € Df )(x <-B = |f(x) - l< ¢)
On écrit : lim f(x)=I

X—>—00

Propriété :
e Soit f et Udeux fonctions définies sur un
intervalle de la forme : | =]a, +[

Si Vxel :|f(x)] s u(x) et Xlirl’lou(x):O
alors lim f (x)=0

X—>+0

e Soit f et U deux fonctions définies sur un
intervalle de laforme : | =] - =, qf
Si VXel :|f(x)] s u(x) et Xlirp u(x)=0

alors lim f(x):O

X—>—00

Exemplel : Soit la fonction: f x>
X2+ 2

déterminer : Xllrll f(x) et lim f(x)

X—>—00
Solution : YxeR" ona X2+2> x2 donc

|imiz |im£=0 donc :

|f(x)|§i eton a Jim =

X2 X—>+00 X2

lim f(x)=lim f(x)=0

X—>+00 X—>—0

1+sinx

1+\/;

Exemple2 : Soit la fonction: f :x—
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déterminer : lim f(x)

X—>+00

Solution : VxeR’ onal+/x =X et
2

<— donc

X

lim—==0 donc:

2
X—>+0 J;

1+sinx

1+\/;

0<1+sinx<2donc

‘f(x)‘s% eton a
X

lim f(x)=0

X—>+00

Interprétation géométrique :

lim £ (x)=1

X—>+00

-
N

Compléter les autres interprétations.
Définition : Si la fonction f vérifie 'une des

limites suivantes : lim f (X)= lou lim f (X)=|

X—>+00 X——0

Alors, on dit que la droite (A) : y = est une

asymptote horizontale.

Remarque : La position de la courbe Cf par

rapport & son asymptote horizontale se

détermine par le signe de f(x) — [ :

1) Si f(x) - 1= 0 alors Cf est au-dessus de

A):y=1

2)Si f(x) — 1 <0 alors Cf est au-dessous de

A):y=1

3) Limite infinies en £

Activité : Considérons la fonctionf: R — R
X - x?

La courbe représentative de f est la parabole

de centre 0(0,0)

"'. 1 .
N/
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1- Compléter le tableau suivant :
X 10° | 10° | 10*° 10°
fF(x)
Que remarquer-vous ?
Considérons A = 10100 déterminer un réel B tel
que six > B alors f(x) > A.
En général, montrer que :
(P): (VA >0)(3B > 0)(Vx € Df )(x > B=f(x) > A)
Définition :Soit £ une fonction ]a, +«[ (ou a est
un réel quelconque) on dit que la fonction f tend
vers +« quand x tend vers +« s :
(VA>0)3B >0)(Vx € Df )(x > B = f(x) > A)

on écrit : lim f(x):+oo
X—>+00

Propriété :Les fonctions :

X X2 X X" (n € N9); X /X ; XX

tendent vers +~ quand x tend vers +«
Définitions : lim f (x)=+o0si

(VA >0)(3B > 0)(Vx € Df )(x > B = f(x) > A)
lim f (x) = —00 §j

(VA>0)(3B > 0)(Vx € Df )(x > B = f(x) <-A)
lim f (x)=+wsi

(V/; > 0)(3B > 0)(Vx € Df )(x < -B = f(x) > A)
lim f(x)=-osi

(VA>0)(3B >0)(Vx € Df )(x <-B = f(x) < —A)
Remarque :Pour l'interprétation géométrique, il
y’ a plusieurs cas qu’on va étudier par la suite
(Etude de fonction).

V1) OPERATIONS SUR LES LIMITES.
1) Limites et ordres.

Propriété :Si sur un intervalle pointé de centre

aona:|f(x) -1 <u(x) et |XiL12U(X)=0 alors

lim f (x) =1

X—a

(On peut citer les mémes propriétés a gauche et
adroites de a ou +o© ou —o0.)
Propriété :Si f et g sont confondues sur un

intervalle pointé de centre a et si lim f (x)=|
X—a

alors !(Iina g(x)=I
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Propriété :1) soit f est une fonction définit sur un
intervalle de la forme | =]a—r;a—r[—{a} avec
acR etr>0

Sif admet une limite en a et f positif surl alors
limf(x)>0

lim 7 (x)

2) soit f est une fonction définit sur un intervalle
de laformel =]a—r;a—r[—-{a} avec aeR et
r>0

Sif admet une limite en a et g admet une limite

ena et f <gsurl alorslxiigf(x)élimg(x)

X—a

3)sion a: g(x) < f(x) < h(x) et si IXiEalg(x):l

et IXingh(X):l alors lim f (x)=1
X>-a

Les propriétés précédentes sont vraies si x tend

vers a a droite, ou a a gauche, ou +~ ou =~ en

tenant compte des conditions pour chaque cas.
(On peut citer les mémes propriétés a gauche de a.)

la-r;a-r[-{a}

Propriété :1)Si sur un intervalle de la forme

la,a+r[ona:ux)<v(x) et XILrBu(x):+oo

alors : lim V(X) = 400

x—a*

2)Si sur un intervalle de la forme Ja, a + r[on a:
u(x) < v(x) et |im+ V(X) =—00
X—a

alors: limu (X) =—00

x—a*
La propriété précédente est vraie si x tend vers
a a gauche, ou +~ ou —= en tenant compte des
conditions pour chaque cas.
Exemplel : Soit la fonction :

fix (x2 + x“)sin1 déterminer :

X i £ ()

. . .1
Solution : YxeR*ona —-1<sin=<1 et X*+x*>0
X

.1
donc —x? —x* < (X2 + X4)Sln— < x?+x" et puisque :
X
limx® +x* =lim—x* —x* =0 alors :

lim f (x)=0
x—0 x—0 x—0
Exemple2: Soit la fonction : f :x+— 3x* +5x+1

déterminer : lim f(x)

X—>+00
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Solution : YxeR"ona 3x? <3x?+5x+1 et et

puisque : im 3x* = +o0alors: lim f (x) =+

X—>+0 X—>+00

Exemple3d : Soit la fonction : f : x> x+sinx-1

lim f(x)

X—>—0
Solution : ¥YxeRona —1<sinx<1 donc:
x—2<f (X)SXet puisque :

déterminer :

lim X =—o0alors: lim f(X):—OO

X—>—00 X—>—©
2+sin (1j
. \XJ

Exercice :Soit f(x)= =

1- Montrer que (Vx € R*) f (x) > L
XZ

2- En déduire lim f (x)
x—0

2) Opérations sur les limites

Toutes les propriétés qui seront citées dans ce
paragraphe sous forme de tableau sont admises
et on peut les démontrer en utilisant les
définitions des limites.

lim £ £ i i +o0 | -0 | +o0
llmg £ + oo - + oo - 00 - 00
limf—g £+ + oo - 00 + ca — pa | Forme ind

Ces propriétés sont vraies si x tend vers a+ ; a— ;

+00 QU =

Formes indéterminées : Veut dire qu’on ne
peut pas calculer la limite directement, il faut
faire d’autres calcules car il y a plusieurs cas.
Exemplel :1)f(x) =2+ x2, g(x)=5-x20ona
lim f(x)=+00; lim f(x)=-w

X—>+0 X—+0

et lim f(x)+g(x)=-

2)f(x)=2+x2,g(x)=5-xo0ona
lim f(x)=+o0; lim g(x)=-o

X—>+00 X—>+00

et lim f(x)+g(x)=lim X - x+7= lim x’

X400 X400 X420

)
+00

1
1-—+

X X
Dans les deux exemples on a le méme cas que

dans la derniére colonne du tableau mais on a
deux résultats différents
lim x2— \/§

X—>+00

Exemple2 : déterminer :
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ona limx2=+c0; lim—/x=—

X—>+00 X—>+0

Donc Formes indéterminée : "+o0—o0"

lim x2—+/x = lim x2(1—£]= lim xz[l——

7

X—>+00 X—>+0 NG X—>+00 XA/ X
i — = lim x2 =400
puisque : XILrEO X\/_ 0 et am
alors : lim x2—+/x =+
X—>+00
lmf P01 £50  f<0 | geq| 0 | 0 | tw| -0 | to
img | /' | +0 | -0|t0| -0 t0| -0|te| 0| -©
]imfxg ) 0| =00 | =00 | +oo |Formeind|forreind| +o0 | +o0 | -0
limf | f20| 0" | 0 |too| =00
1 1
lim — — +oo| —ea| 0 0
f £
lim f i T £#20 | o0 | O +
limg |£'#0| 40 0 { 0 + oo
. £
m = | — 0 too | too | ? ?
g £

Exemplel : déterminer :
Solution : ona:

1
lim x? +X+2+— =40
x—0 X

Donc :

Exemple2 : déterminer :
3

X' +1
1) lim

. X3 +1
X—>1(X_1)2

2) lim
)x—>+oo (X—l)z

3) lim 2x° +x* —x+4

X—>to0

Solution : 1)on a: lim(x-
x—-1

. X
limx*+1=2Donc: lim——

x—1 x—>1 (x —
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. 1
limx* +x+2+=
x—0

X

2

100

1
I|mx +X+2=2 et lim—= =+o0
anX




3 1 1
ISR (“3 : 1+F
2)ona: lim = lim = lim x

X—>+0 (X _1)2 X—>-+00 Xz( _jz X—>+0 (1_1j2
X X

.1 1 . 1
etona: lim—=0et Im==0et liml+—=1
X=>+e0 X—>+o0 X

X X—=>+0 ¥

>

-

1 x4l :
et lim1-==1 Donc: lim 7=+ car lim X=+w

X+ X X400 ( x—1 X—>+00

3) lim 2x3+ x> =x+4 = lim 2x° 1+i—i+£3
Xt X—>o0 2X  2%x%2 X

- lim 2—Iim L = lim 1—0 t
ona. X—>+0 X3_X—)+002X2_X—>+002X_ e

lim x> =400 donc lim 2x3 + X% — X+ 4 = 4+

X—>+00 X—>+00

lim 2x3+ x> = x+4 = lim 2x® 1+i—i+£3
X X—>—o0 2X  2X%2 X

- lim 2—Iim L = lim 1—0 t
ona. X——00 X3_x—>—oo2X2_x—>—oo2X_ e

lim X} =—0 donc lim 2x® + X% =X+ 4 = -

X—>—00 X—>+00

Exemple3 :On veut déterminer

] 3x+1
x-1" X° 4+ X—2
ona:lim3x+1=4
x—1"

ona:limx*+x-2=0"

x—1"

X ‘—oo —2 l4— +oo
[ I
x?+x—2 ‘ -
0 0 ®
. 3x+1
Donc lim ————=+w
X1 X°+X—2
Remarque :1) Eviter d’écrire ces expressions
2 2
qui n’ont pas de sens mathématique : o et -

2)Ne pas utiliser +~ ou —«~ dans les opérations
dans R (+« et =~ ne sont pas des réels)
Exercices : Déterminer les limites suivantes :
. 3X%—X . J4x+1-3

x-1 2X° 4+ 2Xx -4 x>2 X° —3X+2
3) Limites d’une fonction polynéme en

lim f(x)=-+0

X—>+0

Soit f une fonction polynéme de degré n tel que :

f(x)=a,+ax+a,x* +..+a,x"

Prof/ATMANI NAJIB

avec a,#0 Ona:

f(x):ax”( H &

a a
2 _ 44— +1]

" lax" ax™ ax"? a,x
: | a a
puisque lim ——+ a1n71 +—— L+ 41=1
g X oa X" ax a,x

alors lim f (x)= lim a, x"

X—>+00 X—>+00
Méme chose si x tend vers —«
Propriété :La limite d’'une fonction polynédme en
+ (=) est la limite de son plus grand terme
en +o (=)

Exemple :
lim 2x3 + x> = x+4 = lim 2x® = +o0
X—>+00 X—>+00

4) Limites d’une fonction rationnelle en t
Une fonction rationnelle est le rapport de deux

f(x)
9(x)

f(x)=a,+ax+a,x*+..+ax"avec an # 0

fonctions polynémes : h(x)=

g(x)=b, +bx+b,x*+...+b, x"avec b, =0
h(x)

gy tax+ax +..+ax"
b, +b,x+b,X* +...+b_X

a a
ax" a°n+ ain_l+ 2ot 4]
ax" ax"™ ax

n anX

h(x)=
bxm[ b b + b, +...-|-bm1+1j

_I_
™ lbx™ b x" b x"? b, X
a a a
0n+ ain—l 2r1—2-|-"'-|-r]771-1-:l'
et puisque : |jm 2X__ &X' &X ax 9
x> by by b, Bt
P T Rt SO e o
b,x" b,x b, X b, X
: . ax"
lim h(x)= lim —
X—>+00 X—>+00 mem

Méme chose si x tend vers —«

Propriété :La limite d’'une fonction rationnelle
en +« (=) est la limite du rapport des termes
de plus grand degré en +« (—«)

Exemples :
2x+5x2-7xt L -7xt L X
1) lim > 7= lim——=lim —=—w0
x>0 X =10X° +14X° o0 14XT xowe 2
348X -2x° . -2 .. 1
X—>—00 X +2X X—>—00 2X D ¢
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Remarque : La propriété précédente n’est vraie
gue si x tend vers +« ou —«

. o XX xX
Exercice : Déterminer I|m Vous
e X +2x\/_
pouvez poser Jx =t
5) Limites des fonctions trigopnométriques.
Activité :Dans le plan muni d’'un repére (O;T;])
On considere le cercle
Trigonométrique d’origine A(1,0). x €] 0, % [

et B le point sur le cercle
trigonométrique tel que : (ﬁ;@)z x[27]

1-Déterminer en fonction de x la surface du
domaine circulaire D limité par

[0A) , [OB) et 'arc géométrique AB

2- Soit H la projection orthogonale de B sur (OA).
a) Déterminer en fonction de x I'aire du

triangle OAB

b) Comparer les aires du domaine D et du
triangle, que peut-on conclure ?

3- Montrer que : (Vx € [_E E}) (Isinx| < |x|).

4- Déterminer les limites Ilmsmx et limsin x

X—a

et limcos x

X—a
5- Considérons la droite (A) la droite tangente au
cercle (C)en A
a) Soit T l'intersection de (A) et (OB), Déterminer
en fonction de x la surface de OAT.

b) En déduire que (Vx |0 } 2[) (x < tanx)

¢) En déduire que (Vx}E _{) (x| < |canx])

6- En utilisant les résultats précédents. Montrer

que :a) Ilmw—l b) Ilmtaﬂ_l
X x=>0 X
Iim1—cosx 21
C) x—0 )(2 B 2

Propriété : Soitaunréelona:
1) limsinx =sina

X—a

2) limcosx =cosa

X—a

Prof/ATMANI NAJIB

3)si a=Z+kz limtanx=tana
2 X—a

Propriété : Soitae R”

a) lim 21X —1 b) lim taﬂ:l
x—0 X x—0 X

0 IImsm ax _1 p) Iim'[an ax 1
x=>0 ax x—0 ax
Iirn1—cosx _1

C) x—0 X2 B 2

Exemples : Déterminer les limites suivantes :

. sin2x 3sin x—cos x
1) lim = 2) lim COS\/_ 1 3)lim \/_—
x=0 51N 3X x—0' xoZ T

6 X——
6
Solution : 1)
. sSin2x .. sin2x 3X 2 2
lim— =lim X — x—=1xlx==
x->08in3x x>0 2Xx  sin3x 3 3
cos/x—-1 .
2) lim \/_ directement on trouve une
x—0" X
formes indéterminée : .0.
0
lim cosJ_ 1 “mil 1—cos\2/; lim— 1| 1-cosh =7lx1=7
x—0* x-0" 2 (\/;) h—0" 2 D
L 2
2
(On pose v/x =h)
3 iim \/3sin x —cos x
NN =
° 6

On montre que : \/3sinx—cos x = 25in(x—%j

X—>— x—2%
X—— 6 X —

z
6 6

23in[x—7rj
m\/§smx—cosx:”m 6

On pose x—%=h) donc x>Z&hso

6

Donc: :2|im¥=2x1=2

h—0

Exercice : Déterminer les limites suivantes :

1)I|mx sin = 2) lim <X 3) |im
X

X—>+00 X X—>+0 X

4) lim1+

X

1+sinx

?(2+cosx)

Solution : 1)on pose : f(x):xzsinl
X
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vx e R <1 donc:‘f(x)‘ﬁxz eton a

ot

limx*=0 Alors : lim f (x)=0
x—0

x—0

COS X
3

2) lim ££X 2 on pose : £ (x)=
X—>+0 X X

VxeR" |cosx|<1 donc :‘f(x)‘gi3 eton a
X

lim %:o Alors : lim f(x)=0

X—>+00 X X—>+00

3) lim 1+sinx
x>+ X% (24 C0S X)

VxeR" —1<cosx<1 et

L+sinx <2 doncO0< f (x)sg
2+C0S X X2

?0npose : f(x)=_ roINX

~ x*(2+cosx)

—1<sinx<ldonc:

0<

limo=0 et lim 3:0 Alors :

X—>+30 X—>+0 Y2

Et puisque :

lim £ (x)=0

X—>+0

? on pose :

4) lim1+ X

X
e Y Ve | 2+4/x" +1
vxeR" 2+\/x“+12\/x_4 cad 2++/x* +1> x?

f(x)=1+

donc: ; 1 donc: |f <=
24X 41 X X
Et puisque : |imﬁ=o Alors : lim f(x)=1
X——0 | X X——00

Exercice : Soient les fonctions tels que :

f(X)zM(—3x2+X) et g(x):gzi—;}l(&ﬂ)
k(x):x_(iszl) et h(x):%jlsinx

1)Déterminer :

Ixiggf(x) et lim f(x)

X—>+00

2)Déterminer : xImg(x) et IXiLT;g(x)

3)Déterminer : Iirrgh(x)

4)Déterminer les limites aux bornes du domaine
de définition de k
Solution :

1)Déterminer : Iin;f(x) et f(x):\/2X+1(—3x2+x)
lim2x+1=5 et Iirr;—3x2+x=—10

Donc : lim f (x)= J5x(~10)=-105

Prof/ATMANI NAJIB

lim 2x+1= lim 2x =+

Donc : lim 2x+1 =+
Etona: lim=3x*+x=lim=3x*=—w
Donc : lim f(x)=—
2
e 2) limg(x) ? et g(x)=_2X +21(\/§+1)
X—+0 (X—S)
Ona: limx=+0 donc: lim X +1=+o
2
Et lim _ZX—+1 lim _22( =-2 donc : lim g(x)=—
>H+ao(x 3) X0 X X—>+0
. “2x% +1
e 2) Ixmg( ) ? etg(x)= (x—3)2 (\/;+1)

|in31J§+1:J§+1 et Iirr31—2x2+1:—17 et

lim(x-3)’

x—3

3) limh(x) 2.

Xx—0

=0" donc: Ixigs]g(x) =

) x2+1sinx
limh(x)=lim
x—0 XﬁO X X

sin x
Or lim=——= =1 et puisque : I|mx2+1 1 et I|m x2=0"

x—0 X
et lim* 1 _ 45 alors : limh(x)=+x
-0 X x—0
-3x+1
4) k(x)= -2) donc : D, =]-0;0[U]0;2[ U]2 4]
e im(x)= im0 = lim = lim =<0
+ fimk(e)= lim 227 im 3l 2~

. Iirrg—3x+1=1 et Iirrg x> -2x=0

Etude du signe de : x> —2x
x —o0 0 2 +oo
z(xz—2)| + ¢ - ¢

Donc : limx*-2x=0" et limx*-2x=0"
x—0" X—0~
Donc : limk(x)=-w et limk(x)=-+o
x—0" x—0"
I|m 3x+1=-5etlimx’*-2x=0" et limx*-2x=0"
x—2" x—2"
Donc : X'LTk( )=-w et )!I_g]k(x):-l—oo
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Exercice : calculer les limites suivantes :
V2x =2 2x3 +3x2—4x -1

1)lim 2) lim
)i x*+3x-10 )i X -1
. . -1
3) limyVx*+x-x  4) lim tan X
X—>+0 X‘)Z x_
4

Solution : 1) Iin;\/ﬂ—2=0 et Iirr21x2+3x—10:0

on trouve une formes indéterminée : 0.

i -2 (v2x-2)(Vax +2

22X 4310 2 (x2 +3x—10)(\/§+ 2)

(2x-4) 1 . 12

o (Joxe2) (x-2)(x45)

3 2_Ay—
2) lim 2X +32< 4x-1 "
x>l X =1

Ona: x3—1:(x—1)(x2 +x+1)

x-2 (@J,z) (x+5) 14

Et 2x°+3x2—4x—1=(x-1)(2x* +5x+1)

Donc :
IimZx3+3x2—4x—1_"m(>(—1)(2><2+5X+1)_ X +5x+1 8
T (x—l)(x2+x+1) el x4l 3

3) limyxX' +x-x 2

X—>+00
lim X? + X =+00 donc: lim v/X* +X =+
X—>+00 X—>+0

Et lim-x=—0

X—>+00

Ona:

on trouve une formes indéterminée : "+ o —wo"

(«/x2 +X —x)(\/x2 +X +x)
lim Vx*+x-x= lim N
X—>+00 X—>+00 ( X +X+X)

2

2
. X +X=X X
lim \/x2+x—x:llm\/2_ =
X9+ X9+ X400
X"+ X+X 1
x2(1+)+x

X

= lim

X—>+0

or x — +wo donc|X|=X

X (1+)1(j +X

= lim

X o
x[ [1+1)+1] [1+1)+1
X X
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tanx-1

4) lim

X—)E X_*

On pose x—%zh donc x> 7 = h-of
tan(h+7rj
4
m—
h

T
tanh+tanZ _tanh+1

T
or:tan(h+—j: =
4 1-tan hxtan% 1-tanh

. tanx-1 . 2 tanh 2

lim——==1im X ==

N 7T h»0 1—tanh h 1
4 X—Z

x1=2

C’est en forgeant que I’on devient forgeron » Dit un
proverbe.

C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et
exercices Que I’on devient un mathématicien
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