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CALCUL TRIGONOMETRIQUE

Formules de transformations
) RAPPELLES
1) Cercle trigonométrique ‘f M
Définition :Le cercle
trigonométrique est un cercle
de centre O l'origine du plan
derayonR =1
orienté une orientation ositive.
et admet une origine [
2) Les abscisses curvilignes

Soit (C) le cercle
trigonométrique d'origine I,
considérons l'intervalle | - m, n]
tel que O I'abscisse de I sur l'axe (s s
perpendiculaire sur (0I). Sion _
fait enrouler le segment qui + D lw
représente ] — m, ] au tour du
cercle (C) on remarque que
chaque point N d'abscisse a de
l'intervalle ] — 7, m] s'associe

avec un point unique

M du cercle trigpnométrique.

Le réel a s'appelle I'abscisse
curviligne principale du point M
et inversement si « est un réel de l'intervalle | — «, 7],
alors il existe un point M unique de (C) qui s'associe
avec le point N(a).Le réel a représente aussi la

. - ’

mesure de I'angle géométrique centrique [IOM ]

Considérons le cercle trigonométrique (C) d'origine 1.
(A) est la droite Passant par I et perpendiculaire a (0I)
et d'unité égale a 0.

Soit M un point sur le cercle (C) et d'abscisse
curviligne principale a.

Si on suppose que la droite (A) est un file qu'on peut
enrouler autour du cercle (C)

on remarque que la point M du cercle (C) coincide
avec une infinité de points de la droite (A); et qui ont
pour abscisses

oo .. (@ = 67), (@ - 4n), (a — 27), (@), (a + 27) ... ..
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En générale : chaque point Nk de la droite (A) qui
coincidera avec le point M aura pour abscisse a + k2@
Ces réels s'appellent les abscisses curvilignes du
point M sur le cercle (C).

Définition :Soit M un point sur le cercle (C) et
d'abscisse curviligne principale a. Les réels qui
s'écrivent de la forme :a + 2km ou k est un entier
relatif s’appellent les abscisses curvilignes du point M
sur le cercle (C).

I) TRANSFORMATION DE cos (¥r-p) ET
CONSEQUENCES.

1) Formules de l'addition :

Activité : Soit M et N deux points sur le cercle
trigonométrique d’abscisses curvilignes

Respectifs x et y.

1- CalculerOM.ON de deux facons différentes.

2- En déduire co s(x — y) = cosx. cosy + sinx. siny

3- Calculer cos (x + y) en fonction des valeurs

trigonométriques de x et de y.

4- Calculer sin (x + y) et sin (x — y) en fonction des

valeurs trigonométriques de x et de y.

Propriétél : Pourtous réels x et yon a:

cos (x — y) = cosx. cosy + sinx. siny (1)

cos (x + y) = cosx. cosy — sinx. siny (2)

sin (x + y) = sinx. cosy + cosx. siny (3)

sin (x — y) = sinx. cosy — cosx. siny (4)

Exemple :1)Calculer cos = et sin -
12 12
St

2)Calculer 0035—” et sin—
12 12

3) monter que : cosx =cos(x +%)+cos(x —%)

4) monter que : sin(x+2—”)+sin(x—%ﬂ)+sinx:0
Solution :

T T T Va w . T . 7T
1) cos— =cos| ——= |=c0s~C0s = +Ssin —sin =
4 6 4 6 4 6
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0 7T 7 = 7z
g 4 3 2
sinx | 0| L | 2| £ |1
2 2
cosx | 1| B[ ~2 |1 |0
2 2 2
VL o
2 2 2 2 4
. T T
SIN—=sIn| ——— SIN —C0S— —C0S—SIN —
12 (4 6)
B 1 -2
2 2 22 4
5r T T T . T . T
2) COS— =C0S| —+— [|=C0S—CO0S——SIn —SIn —
12 4 6 4 6 4 6
V23 21 642
2 2 2 2 4
.57 . (nm & LT T T . T
SIN—=SIN| —+— |=SIN —C0S— + C0S —SINn —
12 4 6 4 6 4 6
2B E1_\oE
2 2 2 2 4

3)( cos(x+§)+cos(x—%)=cosx??
VA T T .. T ..
COS(X+=)+C0S(X——=) =C0S—C0S X —SiN —Sin X + C0S — COS X +5iN —Sin X
3 3 3 3 3 3
=lcosx—£sinx+lcosx+£sinx=2xlcosx=cosx
2 2 2 2 2
4) o T, . 2r . 2w . T\ . T
) Sin(X+—) =SiN XC0S— +Sin—C0S X =Sin X€OS| 7 —— |+Sin| 7 —— |C0S X
3 3 3 3 3
. 2r . .
sin(X +—) =—sin Xc0s— +Sin = oS X
3 3 3
. 2T, . 2t . 2% . T\ . T
sin(Xx——) =sin xc0s——sin—c0s X =Sin X€0s| 7 —= |-sin| 7—— |cOS X
3 3 3 3 3
. 2 . T .7
sin(x——) =-sinxcos—=-sin—Ccos x
3 3 3
sin(x+2§)+sin(x—2§)+sinx:—Zsinxcos%+sinx:—sinx+sinx:O
Exercicel :

Soient : 0<a<% et O<b<% et cosa:sinb:%

1)Calculer : sina et cosh
2) Calculer : sin(a+b)

Solution : calcul de cosb :
2
ona coszb+sin2b:1<:>coszb:1_6]

V3 3
2 2

ou cosh=-

V3

Or: 0-<b-<% donc: cosh=—

3

cos’b ==« cosh =
4

calcul de : sina
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2
. . . 1
0N a:cos’b+sin’b=1<>sina=1-cos’ a < sin’ a:l—[z

B

. 3 ) .
donc : sin“a== donc Slna:—3 ouSlha=——
4 2 2

pis )
or 0<a<E donc: Sina=—

2)ona: sin(a+b)=sinacosh+sinbcosa

Donc : sin(a+b) = £ £ 1 £:§ l =1
2 2 2 4 4
Exercice2 : Calculer COS& et sin%

2) Formules d’angle double.
D’aprés propriétél ligne (2) on a:
cos(2x) = cos?x — sin2x et on sait que cos2x + sin2x =1
cos(2x) ==2cos2x - 1

cos(2x) = =1 - 2sin?x.

D’aprés Propriétél ligne (3) on a:
sin(2x) = 2sinx. cosy

Propriété2 : Pour tout réel x on a:
cos(2x) = 2cos?x — 1 (1)

cos(2x) =1 - 2sin2x (2)

sin(2x) = 2sinx. cosx (3)

/4 . T
Exemple :calculer cosg et smg

Solution : on a T _or donc cos % = cos| 2%
4 8 4 8
D’apreés : cos(2x) = 2cos2x — 1 (1)

T T
On a Donc: coszz 200525—1 donc:

2

1+cosz 1+—
T 4 _ 2

COS2— = = :2+ﬁ
8 2 2 4
s 2+\/§

donc: COS— =
8

ou coszz— 2+\/§
4 8 4
2+«/§

4

Or 0<£<£donc: cosZ = 0 donc : cosZ =
8 2 8 8

2+42
2
D’aprés : cos(2x) = 1 - 2sin2x (2)

T
donc: COS— =
8

V4 . LT
On a Donc:: COSZ=1—25Inzg donc:

7 2

l-cos—~ 1-—

Sin2£: 4 = 2 :2_\/5
8 2 2 4
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donc: sinZ = 2-42 ousinZ=— ﬂ
8 4 8 4
or 0<Z <" donc sinZ =0 donc: sinZ = 2-42
8 2 8 8 4

i \/2+\/§

COS— =
8 2

. T
Exercice3 : Sachant que sinx=% et 0< x-<E

calculer : c0s(2x) et sin(2x)
Solution : on a: cos(2x) =1-2sin*x
2
Donc : cos(2x)=1—2(1j 12T
3 9 9
Eton a: sin(2x)=2sinxxcosx il faut Calculer cosx ?

on a: cos® x+sin®x=1 Donc : cos? x =1—sin?x

o4 (1) ., 8
Donc : cos x=1- 5 donc : COS" X=

5
& &

donc : COSX=— ou COSX=——
3 3

B

VA
or 0<x<§ donc: cosx=?

donc : sin(2x)=21x£=&
3 3 9

Exercice4 :Montrer que : smj_m =2VXxe }O;Z[
sinx  CcosX 2

Solution :

sin3x  cos3x _ sin3xcosx—sinxcos3x _ sin(3x—x)
sinx  COSX sin X oS X ~ sinXxcos X
_sin(3x—x)  sin2x _ 2sinxcosx _
 sinXcosX  SINXCOSX  SINXCOSX

3) Formules du demi-angle.

D’apreés : propriété2 ligne (1) et (2) on a:
Propriété3 :Pour tous réels x et yon a :

1+ cos2x

2

Cos2x=—— (1
> 1)
sin2x = —1_(232)( 2)

D’aprés propriété2

L X
Propriété4 : cosx = 200325—1 (@)

cosx =1—2sin2 2 2 sin x = 2sin = cos = 3)
2 2 2
Exemple : montrer que :

1) 1—cosx+sinx=25in§ sin5+cos5
2 2 2
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2)si xR et sina=-1 alors

l-sina T o
—— =tan?| ———
1+siha 4 2
Solution :

lona: 1—cosx+sinx=25in2§+ 23in5cos5
2 2 2
X . X X
Car: cosx=1-2sin2— (2) et sinx=2sin—cos— (3)
2 2 2
Donc : 1—cosx+sinx=25in5 sin5+cos5
2 2 2

2)ona:l-sina ﬂ—cos(%—aj et 1+sina =1+ cos(%—aj

A
Z_a ——a

Donc : 1 _sing = 2sin? ZT etl+sina =2c0s? ZT

Donc : 1-sing =2sin?| Z-2 | etl+sing = 2c0s?2| Z-&
4 2 4 2
2
R T (04
) sin|] = -2
Donc ;1—S|na (4 Zj

1+sina T o
@ cos(—}

Exercice5 : Montrer que : VXxeR
1) sin® 2x—c0s 2x —1=—2c0s* XX COS 2X

2) 2sin® x+12¢0s’ x =5c082x +7
Solution :

1) sin” 2x-cos2x-1=(2cos xsin x)2—20052x+1—1

4c0s” xsin® x—2¢0s? x = —2€0s” XC0S 2X

2) 2sin® x+12¢0s? x = 2sin? x+12(1—sin2 x) =-10sin’ x+12
=_Tm(l—c052x)+12:—5(1—c052x)+12=5c052x+7

4) Formules de la tangente.

Soient x et y deux réels tels que: (x + y) #% +km ona

sin(x+Yy) sinxcosy+cosxsiny
cos(x+Yy) cosxcosy—sinxsiny

tan(x+y)=

Si x ¢%+ krety ¢%+ km alors : cosx. cosy #0

Sin XCOS Y + CoS Xsin 'y

tan(x+ )_ COS XCOS Y _ tanx+tany
y ~ cosxcosy—sinxsiny 1—tanxxtany
COS X COS Y

six¢£+ kZ etx¢£+ km
4 2
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On en déduit que : si x ¢%+ k% etx ¢%+ km

2tan X

tan2x=———
1-tan2x

Si (x—y)¢%+ kn etx¢%+ kn ety¢%+ knt

tan x —tan
tan (x—y) = — Y
l+tanxxtany
Propriété 5: Soient x et y deux réels tels que :

x¢%+knety¢%+knona:

1) Si (x+ y) #Z +kr alors tan(x+y) __tanx+iany
2 1-tanxxtany
2) si x#Z+ kZ alors : tan ZX:M(Z)
4 2 1-tan2x

3)Si(x-y) ¢%+ km alors :

tan(x—y)= tanx—tany

= 3
l+tanxxtany

L 5
Applications : Calculer tan% et tan 2~

12
Solution :
tan” —tan ~ 1—i
T T 7 4 6 J3 J3-1
tan—=tan| = - = |= =—7= -2-3
12 46) 1 tan"tan” 1+ V3+1
476 B
1
T T
tan= +tan=  1+—=
tan5—ﬁ:tan(£+zj: 4 6 _ ‘/1§—*/§+1:2+x/§
12 46 l—tanftang 1-— J§_1

3
Exercice6 : Calculer tan %

Exercice7? :
1- Résoudre dans R I'équation x2+2x-1=0

2- En déduire tan (%)

Solution : 1) utiliser le déterminent A
2tan x
1-tan
5) Les valeurs trigopnométrique en fonction de :

2) utiliser : tan 2x =

X
t=tan (=
an(z)

1) D’aprées Propriété 5 (2) et si x ¢%+ km

etx#m+ 2kn
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(2) on remplacant : x =~
ZX 8

2tan )
tanx = Onposant:t=tan (=)
1-tan2— 2

on en déduit : tan X = i
1-t2

X
2) D’aprés Propriété 4 (1) ona: COSX = 200825 -1

et on saijt : 1+tan2x =
C0S2X
-1

par suite ;: COSX = "
l+tan?—
2

si x # m + 2km alors : on peut conclure que :

1—tan25
COS X = )2(
1+tan2—

2

2

1+t2

X .
On posant t = tan (E) on en déduit: COSX =

s . . X X
D’aprés Propriété 4 (3) on a : sin x =2sin ECOSE
Six#m+ 2kn
. X X
Alors on peut conclure que : sin X = 2tan ECOSZE
X
2tan—

d'ou : SinXx =

X
On posant: t=tan (=) on
1+tan2— 2

en déduit : SINX =

1+12
Propriété 6:Soit x unréeltelque : x #t + 2kmon a:

2
)

1) COSX =
1+t2

2) sinXx = 2t 2
) 1etz @

Sidex¢%+knetx¢n+2kn
3) tanx = A (3)
1-t2

Application: soit aeR tel que : tangzﬁ

Calculer cosa et sina et tana

_ 12 _ 2
Solution:onacosa:1 t =1 ﬁ :_1
1+t2 14422 3
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2t 22 22
1+1t2 14422 3
2t 22

tana = =

1-t2 1-22

Exercice8 :1- Montrer que tan (%) =2-3

sina=

_2\/5

2- Considérons I'équation :

(E): 2cosx — 2sinx — 1 —\/§= 0

a) Verifier que m + 2km n’est pas une solution de
I'équation (E)

b) en posant : t = tan (g), résoudre I'équation (E)

(remarquer que 4-— 2\/§ = (\/5—1)2

3- Représenter les images des solutions sur le cercle

trigonométrique.

6) Transformations des sommes en produits

De la propriété 1 et de (1)+(2) on peut conclure que :

cos(x — y) + cos(x + y) = 2cosx. cosy

Sionpose:x—-y=petx+y=gqalorson peut

déduire 1 x =23 o y— P9
2 2

On peut conclure que :

+
cosp+cosq:2ws(%).co

P—q
s ( > )
De la propriété 1 et de (1)-(2) on peut conclure que :
cos(x — y) — cos(x + y) = —2sinx. siny
Sionpose:x—-y=petx+y=gqalorson peut
P+g y_ P
2

déduire : x = y
P—Q
—)

2
De la méme fagon on peut montrer les autres propriétés :
Propriété 7: Pour tousréelsp, g, ona:

%) . cos (M)

cos p - cos q = -2sin (%) . sin (

sin p + sin q = 2sin (

2
sin p - sin q = 2cos (w) . sin (M)
2 2
cos p+cos q = 2cos (%). cos (%)
cos p- cos q = -2sin (%) . sin (%)

Application : Transformer en produits les
expressions suivantes :

1) A(x) =sin 2x+sin4x

2) B(x)=cosx+c052x+cos3x+cos4x
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Solution :1)
A(x)=sin2x+sin4x = Zsin(zxz4xjcos[

2
sin 2x+sin 4x = 2sin 3xcos (—2x) = 2sin 3xcos 2x

2x—4xj

2)ona:

COS X +C0S3X = 2003[3x2+ chos(?’xz_xj: 2C0S2XC0S X

C0S2X+C0S4xX = 2005(4)(;r ijcos{“;zxj =205 3XCOS X
Donc : B(X)=2€052XC0S X+2053XC0S X = 203 X (€03 2X +C03 3X

X 5bx
Etona: cost+cosSx:ZcosEcos7

Donc : B(x)=4cosxcosgc035—2X

Exercice9 : Résoudre dans R I'équation :

sinx + sin3x + sinb5x + sin7x =0

7) Transformations des produits en sommes.

De la propriété 1 et de (1)+ (2) on peut conclure que :
cos(x — y) + cos(x + y) = 2cosx. cosy d’ou :

COSX. cosy = % [cos(x = y) + cos(x + y)]

De la méme facon on peut montrer les autres égalités

Propriété :Pour tous réels x, yon a:

COSX. cosy :% [cos(x + y) + cos(x — y)]
. . 1
sinx. siny = _E [cos(x + y) — cos(x — y)]

sinx. cosy :% [sin(x + y) + sin(x — y)]

La linéarisation d’'une expression c’est de I'écrire
sous la forme d’une somme.

Application : écrire sous la forme d’'une somme
1) cos2xxsindx 2) sinxxsin3x 3) cos4xxCos6x
Solution :

1) cosZXXsin4x=%(sin(2x+4x)—sin(2x—4x))=%(sin6x—sin(—2x))
= 1(sin 6x+sin 2x) = lsin 6x+£sin 2X
2 2 2

2) sinxxsin3x = 1(cos(x+3x)—cos(x—3x)) = 1(cos4x—t:os(—2x))

2 2
sin XXsin3x:l(cos4x—cos(2x)):Ecos4x—lcos(2x)

2 2 2

3) cos4XXc056x:%(cos(4x+6x)+cos(4x—6x)):%(cos4x—cos(—2x))

COS4X x COS6X = %cos4x—%cos(2x)

ExercicelO : calculer
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T 57 5t
1) cos—=xcos— 2) sm—xcos—
12 12 12 12

Solution :

1) 5z 1 77r 57z Tr b5rx
cos—xcos—: cos +C0S| ———
12 12 2 12 12

COS7—7[><C035—7T=1 COS7Z'-‘r-COSz 21 —1+ﬁ :E
2 1 2 6) 2| 2) 4

2) 5z 1 77r 577 . (Tr b5x
Sln—XCOS—= sin +sin| ——-——
12 12 2 12 12 12 12

i 5z 1( . AR 1) 1
Sin—xc0s—==|sinz+sin= |==| 0+= |==
12 12 2 6) 2 2) 4
Exercicell : Montrer que
1) sin3”+sin7”:25in(57rjcos(2”j
11 11 11 11
2) sm—sm7:—2c:os(5ﬂ sm{zn
11 11 11 11
_ s.n37z i T tan St
3) en déduire que: """y Tlu
.3t . Ir 2
sin——sin—
1 n tan[llj
Solution :
1) 371' r 37”_77”
sins—”+sin7—”:25in 11 11 cos 1 11
11 11 2 2

3 r 57z 27r Y4 2
sm—+sm—:25|n cos| — =2sin—cos—

11 11 11 11 11 11
2) 3 +7i 3 77r
sms—”—sm?—”—zcos 11 11 |4y 1 11
11 11 2

3 T 51 27r 5z 27
sm——sm—:ZCOS sin =-2C0s—sin—
11 11 11 11 11 11

3z T . (57 2”]
faddl o 2sin cos
) sin 11+S|n 1 (11) (11
3r . Tr 5 27
sin———sin— —
11 11 Zcos[lljsm( 11)

57
tan

11
e 2
tan| <X | tan

=) (]
COS 2X — C0S 4X
COS 2X +C0S4X

. (57 27
sin| — COS| —
( 11 ] [ 11 ) 57 1
=— X =—tan| —
[Sﬂ'j . (Zﬂ'j
COS| — Sin| —
11 11

Exercicel2 : Montrer que = tan 3x x tan x

Solution:ona:

COS 2X — C0S 4X :—Zsin(2X;4stin(2X;4xj =2sin(3x)sin x

et cos2x+cosdx = _2005[2x24xjcos(2x;4x] =2¢053XC0S X

C0s2x—Cos4x _ 2sin3xsinx sm3x sin x
COS2X+COS4X  2C0S3XCOS X cosSx COS X
car: cos(-x)=cosx €t sin(-x)=-sinx

donc : =tan3xxtan x

Exercice 13: Montrer que vx € R
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, bXx 5 3X . .
C0S“ — —CO0S —:—sm4x><smx
2 2
Solution :
29X 23x 5x 3X 5x 3x
€0S* ——C0S” — =| C0S— +C0S — || C0S— —CO0S—
2 2
5x 3] (5x_3x
cos 2 1 cos ¥ = 2c0s| 22 |cos| 22 :2cos(2x)cos(lj
2 2 2 2 2
Sx, 3| (5x_3x
cos§fcoss—xzfzs|n 2 2 |gjin| 22 :723in(2x)sin[5j
2 2 2 2 2
. 5x 3X X . . (X
Donc : cosz——cosz?:2cos(2x)cos > x=2sin(2x)sin 3

:—2cos(2x)><sin(ZX)ZCOS(;]sin(;]:—sin(4x)sinx
Exercice 14: Montrer que vx e R

1) sin3x=sinx><(3—4sin2x)

2) €0s3X = C0S x(4cos2 x—3)

3) cos(4x) =8cos* x—8cos? x+1

4) sin(4x) = 4sin (2cos* x—cos X
5) cos®x = %(3003 X+C0s3X)

Solution :1) sin3x=sin(2x+x)=sin 2Xcos X +€0s 2xsin
= 25inxcos” x+(1-2sin’ x)sin x = 2sin x(L-sin’ x)+(1-2sin* x)sin x
= 25in X 2sin’ x+5in X 2sin’ x = 3sin x—4sin’ x =sin x(3-4sin’ x|

2) c0s3x = €0 (2X + X) = COS X COS 2X —Sin 2Xsin X
=cosx(2cos2 x—1)+sin Xx2€08 XSin X = 2008 X—C0S X—2¢0$ Xsin® X
= 2005° X~ €05 X~ 205 X(1-C05" X = 2605° X~C0S X~ 205 X+ 205" X
= 4cos’ x-3cos X =cos x(4cos’ x-3)
3) cos(4x) = c0s(2x2x) = 2cos” 2x~1=2(2cos’ X —1)2 -1

= 2(4cos4 x—4c0s’ x+l)—1:80054 x—8c0s’ x+1
4) sin(4x) =4sin xcos x(2cos” x—1) = 4sin x(2cos’ x—cos x)
sin(4x) =sin(2x 2x) = 2sin 2xc0s 2x = 2x 2sin xcos X (2cos’ x~1)
5) cos® x=%(3cosx+cos3x) g¢
Methodel:

%(3005x+cos3x):%(3005x+cos(x+2x))=%(3cosx+cosxc032x—sin xsin 2x)
- 1(3005 X +COS x(Zcos2 x—1)—23in X Sin X cos x)
4
:1(20083X—COSX—ZCOSX+20053X+3COSX)=1(40053 x):cos3x
4 4

. 1+c052x
Methode2: cos® x = cos’ xxcosx =

1
xcosx:E(cosx+0052xmosx)
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.0 1 1 1 1 1 3 1
oS X == cosx+—(cos3x+cosx) ==C0S X +~C0S3X+—C0S X = —CO0S X+ —C0S 3X
2 2 2 4 4 4 4

cos’ X = %(3cosx+cos3x)

Exercice 15: p(x)=sin2x-sinx €t Q(x)=1+cosx+cos2x
Montrer que :P(x)=sinx(2cosx-1) et
Q(x)=cosx(2cosx+1)

Solution :

Q(X) =1+ cosX-+C0s2X =1+ €0 X+ 2€05° X~1=C0s X+ 2¢0s” X =COS X(1+ 2€05 X)
P(x)=sin2x—sin x = 2sin xcos x —sin x =sin x(2cos x-1)
Exercices 16:

1- Linéariser : 2cos2x. sin (2x)

2- Linéariser : cos® x

[I) LES EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES.
1) Rappelles

Propriété :Considérons I'équation (E) cosx = a ol a
est unréel :

1) sia<1oua>1alors 'équation (E) n"ladmet pas de
solutions.

2) les solutions de I'équation cosx = 1 sont les réels
2kmou k € Z

3) les solutions de I'équation cosx = =1 sont les réels
m+2kmouk€Z

4) Si -1 < a <1 alors il existe un seul réel a

dans ]0, x[ qui vérifie cosa = a et I'ensemble

de solutions de I'équation (E) sera :
Sp={a+2kn;keZ}U{-a+2kn;keZ}

5) En générale : les réels qui vérifient I'équation
cos(A(x)) = cos (B(x)) sont les solutions des équations
A(x) = B(x) + 2km ou k € Z ouA(x) = -B(x) + 2km
oukeZ

Exercices17 :1. Résoudre dans R I'équation :

J3

2
Représenter les images des solutions sur le cercle
trigonométrique.

2. Résoudre dans R I'équation :

T
cos (2x+ —)=-
( 4)

T T
cos (x +—)=sin (8x ——
( 2 ) ( 5 )
Déterminer les solutions dans lintervalle] - m, ]
Propriété :
Considérons I'équation (E') sinx = a ou a est un réel :
1) sia<1oua>1alors 'équation (E') n"ladmet pas

de solutions.
2) les solutions de I'équation sinx = 1 sont les réels :

%+2knonEZ
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3) les solutions de I'équation sinx = —1 sont les réels—

%+2knoukez

4) Si -1 < a <1 alors il existe un seul réel a dans
T e e ,
]_E > [ qui vérifie sina = a et 'ensemble des

solutions de I'équation (E') sera :
Se={a+2kn;keZ}U{r—-a+2kn;k €L}

5) En générale : les réels qui vérifient 'équation
sin(A(x)) = sin (B(x)) sont les solutions des équations :
A(x) =B(x) + 2kr ou k € Z Ou A(x) = T — B(x) + 2kn
oukeZ

Exercices18:

52

1. Résoudre dans R I'équation : sin (3x +%) =- >

Représenter les images des solutions sur le cercle
trigonométrique.
2. Résoudre dans R I'équation :

V4 V4
—_ 3 +—)= i —_
cos (3x 3) sin (x 6)

Déterminer les solutions dans lintervalle] — m, m]

Propriété :Pour tout réel q, il existe un et un seul réel
a dans | mtervalle]—E,Eqw verifie tana = a ,

et 'équation tanx = a aura comme ensemble de
solutions Sg ={a + k7 ; k € Z}.

En général 'équation : tan(A(x)) = tan (B(x))

est définie pour les réel x tels que :

A(x) ¢% + ket B(x) ¢% + kr et a pour solution

'ensemble des réels x solution de I'équation :
A(x) = B(x) + kn
Exercices19:

1) Résoudre dans R, I'équation tan (2x +%) = -1

2) Résoudre dans R , I'équation cosx - J3sinx =0
Exercices20 :1) Résoudre dans R I'équations

suivantes : ooy - COS(X_%]

2) Résoudre dans [0; 7] I'équations suivantes :

ol gl

3) Résoudre dans }_1 ) 1[ I'équations suivantes :

2'2
tan(Zx—szl
5
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. 7 . T k
Solution: 1)ona cost:cos(x—%) ssi ssi 2x¢£+ kz ssi x#= 2+ Donc

Tt krx
2x = x— 2 +2kz ou 2x:—(x—£j+2k7z DZR—{—JF—?'(GZ}
3 3 20 2
. T T . . T
Ssi 2x—x=—§+2k7r ou 2x+x=§+2k7z Ssi or on sait que : tan(zj=1 Donc
7ok r 2km i keZ T o
o 5 4
T T T
S, =3——+2km;—+——I/keZ . .
) { 3 97 3 © } Donc 2x-2=Zikr ssi2x=24Z4kz ssi
5 4 4
. Vs . (7
2)ona SIn(Zx——j=SIn(——xj ssi ox=Y Lk ssix= % K7
3 4 20 2
ox-Z =2 xiokr ou2x-Z =T i x4 2kx Encadrement de 9—7z+k—ﬁ
3 4 3 4 2
ssi 3x="+2 1 2kz ou x=2-Z+Z 1 2kx —Zﬁg—”+k—”gz et KeZ donc
4 3 4 2 40
Doncx=7—7[+2k—” ou x=13—”+2k7r —lsiJrESl donc —QSESE
36 3 12 2 40 2 2 40 2 40
. Encadrementde7—”+2k—”: og7_”+2k—”s;z K 29 11
3 3 36 3 donc —ﬁs—sg donc ——<k<=—= Donc
et kKeZ 40 2 40 20
Donc ogl+2_k§1 donc _lgkgg Donc -1,45<k<0,55 et k eZ donc k=0 ou k=-1
36 3 24 36 9
—0,29<k<12et K €Z Donc k=0 ou k=1 Pour k=0 on trouve Xl:%
7
Pour k=0 on trouve X, = Pour k=—1 ontrouve x —>%_Z%Z__1r
36 40 2 40
Pour k =1 on trouve x2=7—”+2—”=3—1ﬁ Donc s:{_ﬁ-g_”}
36 3 36 40 ' 40
e Encadrement dex:13_”+2k7z 2)_ L &quation : (E).: acosx + bsinx + ¢ =0 .
Si abc = 0 I'équation (E) se raméne a une équation
Osjf—2ﬁ+2k7z£7r et kK eZ usuelle.
Donc O§£+2ks1 Donc -3 <k <-L Donc Soient a et b deux réels non nuls on a :
. a b .
acos x+bsin x = /a2 +b? COS X+ sin x
_0,54£k£0,04 et k EZ [,,a2+b2 a2+b2 j
Donc Kk n'existe pas 2 2
" e o ] (-
e Donc S[O_”]:{_”;_”} Vaz+b? Vaz +b?
36 36 donc :1l existe un réel ¢ tel que :
3)ona tan(Zx—zjzl est définie ssi cosp =——— etsing =
) Jaz+h2 Jaz+b?

Par suite :

acosx+hsinx = W(COSgDCOS X +sin gsin x)
et d’apres la formule d’addition

acos x+bsinx = /a2 +bzcos(x - )

2x—£¢£+k7z SSi 2x¢£+£+k7z
5 2 2 5

Prof/ATMANI NAJIB http:// xriadiat.e-monsite.com 8




Soit a, b et c trois réels non nuls :
acosx + bsinx + ¢ = 0 & acosx + bsinx = —c

a2+b2cos(x—¢)= -

N a b
ol cos@Y =——— et sing =———
Jaz+b2 Va2+h?
—C
S cos(x — @) =—F———=
a2+b?

ca revient a I'étude d’une équation usuelle.
Propriété : Soient a et b deux réels tels que :
(a, b) # (0,0) on a pour tout réel x :

acos X +bsin x = /a2 +b2 cos(x—go)ou le réel ¢ est

déterminer par : cosp =———— et sing =

_b
L’équation acosx + bsinx + ¢ = 0 se raméne a :
___°
az+b2?
Exemplel : cosx-sinx a=1 eth=-1

calculons : Va’ +b® = /1’ +(_1)2 -2
cosx—sinx:«/f[\/zzcosx—\/fsin x]:ﬁ(cosicosx—sinjsin xj

cos(x — @) =

cos X —sin x:ﬁcos(%H)

Exemple2 : Résoudre dans [0;27] I'équation :

\/§cosx+sinx:«/§

Solution : Transformation de : +/3cosx+sinx
b=1et a=+3

Donc : a2 +b? =3 i = J4=2

J3cosx+sinx = 2[—cosx+ sm] 2| cosZ cosx+sm smxj
«@cosx+sinx=2003(x—%)
2cos(x——) 3 e J3cosx+sinx=+3
cos(x—f):ﬁzcos[zjo2cos[x—zj:\/§

6) 2 6 6

<:>X—£=£+2k7r ou X—Z=—£+2k7r
6 6 6 6
<:>x:%+2k7z OU x=2kzr keZ
Donc : 5:{0;5;2,[}
3

Exercices21 : Résoudre dans R I'équation :
\/3_) cos(3x) + sin(3x) +2=0
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IV) LES INEQUATIONS TRIGONOMETRIQUES
1) Rappelles

. . , 1
Exemple :Considérons I'inéquation cosx ZE

, . s . 1
Tout d’abord il faut résoudre I'équation cosx :E
les images des solutions de cette équation sont :

M(%) et M'(—%) et on constate que les réels qui

vérifient 'inéquation cosx ZE

sont les abscisse curvilignes des points qui se situent

sur'arc MM (en rouge sur la figure)
N 5

/3

. T
et par suite on peut conclure que Si-r. = [_E’

Wy

les solutions dans [0 2r] sont :
ozn [O —] U [— 27'[]
Exercices22: Resoudre dans [0,3n] I'inéquation :

2cosx + \/§S 0

Exemple : Résoudre dans [0, 27:[ l'inéquation

. . 1
suivante : SInX=>—
2
. 1 L. .
sinx>= ssi SINX =SIN—
2 6

donc S = {”,5”}
6 6

Exemplel: Résoudre dans [0; 27] I'inéquation

suivante : tanx—-1>0

Ona tanx—-1>0 ssi tanx>1

Vs
On sait que : tan 2 =1 Lesarc MJ et MJ'en rouge

correspond a tous les points M (x) tqg X Vérifie

tanx—1>0 Donc
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Exemple2 : Résoudre dans [ ; 7] Iinéquation
suivante : 3tan X—\/§ >0
On a 3tan X—\/§20

NG

ssi tanx>—
3

MI(

V3

@) it ctan—=—
n sait que 5 2

Les arc MJ et MJ'en rouge correspond a tous

les points M (x) tq X vérifie 3tan x—-+/3>0 Donc

Exercices23 : 1)Résoudre dans [-7;7] 'équation :
J3cosx—sinx =1
2)Résoudre dans [-7;7] linéquation :

\/§cosx—sinx21

Solution : Transformation de : /3cos x+sinx
b=-1et a=+3

Donc : yal +b? =3 +(-1) =4 =2
\/§cosx—sinx:2 ﬁcosx—lsinx :2(coszcosx—sinzsinxj
2 2 6 6
«@cosx—sinx:Zcos(H%j
\/§cosx—sinx=1<:>2<:os(x+%j=1

T 7) 1 Vs
& 2008| X+— |=1<C0S| X+— [===C0S| —
[ 6) [ 6) 2 (3)

ox+Z="1kr ou x+ 2= okz
6 3 6 3
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@x:%+2k7z ou X:—%+2k7z’ keZ
e Encadrement de—%+2k7r:
T
—7r£—5+2k7r£7z et K eZ
1
Donc —1£—§+2k <1
Donc —lgks§ et K eZ
4 4

Donc k=0 on trouve xlz_g

e Encadrement de£+ 2k
—r < %+ 2kz<rx

Donc —1§%+2k <1

Donc —%SZkSE Donc —lsksi

12 12

7
Donc k=0 on trouve XZ:E

Donc S, ,= _E;Z
[-7.] 2'6

2) Résoudre dans [-7;7| 'inéquation :
J3cosx—sinx>12

\/§cosx—sinle<:> 2005(x+%)21<:> cos(x+%)2%

On pose : X :x+% donc cos X 2%

3 3 6 3

Exercices24 : 1) a)Résoudre dans R I'équations
suivantes : 2sin>x—9sin x—5=0 et en déduire les
solutions dans [0; 2]
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b) résoudre dans [0; 27] I'inéquation suivante :
2sin’ x—9sinx—-5<0

2)Résoudre dans [0; 7] linéquation suivante :
(2cosx—1)(tanx+1)>0

solution: 1) a)on pose t =sin X

2sin’ x—9sinx—5<0 ssi 2t* -9t -5<0

On cherche les racines du trinéme 2t> -9t —5:
Calcul du discriminant : A=(-9)2—4x 2 x (-5) =121

. 9-v121 1
Les racines sont: t, = T = -
X

9+ \/12_1
 2x2
Or on sait que —1<sinx <1 donc I'équation sinx =5
n‘admet pas de solutions dans R

. 1 .
t, =5 Donc smx:—E et sinx=>5

] 1 . . ] T . T
SinX=—= ssi smx=sm(——j ssi x=——+4+2kxz ou
2 6 6
X:ﬂ—(—zj+2kﬂ

6
ssix:—%+2k7r ou x:%[+2k7z et K eZ
SR:{—%+2k7z';%r+2k7z/keZ}

e Encadrement de _z + 2k :

et K eZ
Donc 0£—%+2k£2

OS—%+2k7zS27z

Donc ig k SE Donc

0,08<k<102et K €Z

Donc k=1
Pour k =1 on remplace on trouve
X = T ion= 1z

6 6

e Encadrement de %[ + 2k :

et K eZ
Donc 0£%+2k£2

OS%+2k7Z’SZ7Z’

Donc —1 <k< i Donc
12 12

—05<k<04let K eZ

Donc k=0 onremplace on trouve X, = %Z
11z 77
e 5[
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1) b) 2sin®* x—9sinx—5<0 ssi
Z(Sin x+%)(sin x—5)<0
Oron saitque —1<sinx<1 donc—-1<sinx<1<5

Donc sinx—5<0
Puisque sinx—5<0 et 2>0 alors

Z(Sin x+%)(sin x—5)<0 ssi sin x+%20
.. 1 . . ( 7[)
ssi sinx>—= ssi sinx>sin| —=
2 6
L'arc en rouge correspond a tous les points M ()

e 1
tg X vérifie smxz-z
donc S ={0;7—”}u[&;24
6 6

2) linéquation (2cosx—1)(tan x+1)>0 est définie

dans [0; 7] ssi x=Z vk

Donc D:[O;ﬂ]—{%}
) 1 . T
2c0sX—1>0 ssi cosx=E Sssi cosxzcosg

tanXx+1>0 ssi tanx>—1 ssi tan x > tan (37”)

| oy \
L

T

| —

ey I

I 1]

Lrogr-1 +

S o] B

tang+l - + - +

(Zeose=1)tanr+l) + = + lll =

donc S :{O;Z}u}zﬁ—ﬂ}
3 2 4

Exercice25:
1. Résoudre dans [-r, ©r] 'inéquation :
1

T
sin(3x +—)s——
( 4)

2
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2. Résoudre dans [-, ] 'inéquation :
dcos?x — 2(1 + \/E)cosx +2<0
1+tanx
sin 2x

3. Résoudre dans [, 7] I'inéquation : >0

Exercice26:

Résoudre dans [—% 14?”] I'équation sin3x >%
Exercice27 :: soit Xe R on pose :
A(X) = cos3x —3sin x+3\/§sin(x+%j
1) calculer cos3x en fonction de COS X

Et calculer Sln(x+zj en fonction de COS X et SIN X
2) en déduire une écriture simple de  A(X)
. 1

3)a)Résoudre dans | =[-7; 7] I'quations: A(X) =5

L . 1
3)b) Résoudre dans | linéquations: A(x)< >
Solution : 1)
c0s3X = €0S(2X + X ) = COS X C0S 2X —Sin 2Xsin X
=05 X[ 2¢05% X—1)+5in Xx 205 Xsin X = 2c0s’ X — 05 X — 2c08 Xsin® X

=2008" X— 008 X — 2008 X[1- 0082 X) = 2008° X — 008 X— 208 X+ 208’ X

= 4¢0s® x—3cos x = cos X[ 4cos® x—3)

. T . T . T 2, .
Sin X+Z =S|nXCOSZ+COSXSIHZ=—(SIHX+COSX)

2) A(x)=cos3x—3sin x+3\/§sin(x+%j

=4¢c0s® x—3c0s x—3sin X +3(sin x+cos x) =4c0s® x

3)a) A(x):%c>4cossx=%c>cos3x—%zo

o093 o Joosr
< | COSX—— || cOS“X+—=CoSX+— |=0
2 2 4

Car: a®-b® =(a—b)(a2+ab+b2)

, 1 1 x+ixilog
coS x+§cosx+—=0<:> 2 4
X =c0s X

Puisque : A< 0 alors cette équation n’admet pas de
solutions dans R donc:

1 1 T
A(X)== < C0SX == < COSX =C0S
2 2 3

x=—%+2k7r ou x=%+2k7z et K eZ

Prof/ATMANI NAJIB

Donc: S[_ ] :{_E;Z}
T 3 3

3)b) A(x)sl<:>© cosx—1 cos.2x+lcosx+1 <0
2 2 2 4
. 2 1 1
Puisque : A<0 alors cos X+§C05X+Z>-0

Donc : A(X)S%@COSXS%@COSXSCOS%

-m/3
donc S = [0;%} U }Z : 3—”}

Exercice28 : on pose :

27 3r 4
A= sm—xsm—xsm—xsm—
9 9 9 9

. 4 11 St
SIN—XSIN— =—| ——C0S—
9 9 2.2 9

r \/5]

1) monter que :

2) monter que : cos%’Z sin 2”:1{sm T

2

3) en déduire que : A:%

Solution :

Ona: sma><5|nb_——(cos(a+b) cos(a-b))

5z 3r
1): sin— xsm—:—— cos ) cos( )
9 9 9

. . 4r 1 T 57
SIN —XSIN — =—| COS— —C0S—
9 9 2( 3 9 j

4z 1(1 5x
Donc : Sln—xS|n—=— ——C0S—
9 9 2\ 2 9

2) On a: cosaxsinb :—%(sin(a+b)—sin(a—b))

5z 2r 1 T
C0S—XxSiN— == sm——sm
9 9 2 9 3
Donc : cos‘r)—xsmz—”:1 S|n7—ﬂ—£
9 2 9 2

3
3) déduction : A=—2
) déduction 16

.7 . 4r .27 . T
A=|sin—xsin— |xSin —xSin —
9 9 9 3
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A:1 E—COSS—E sinz—”xﬁ

2 9 2
A:j(lsinzﬁ—coss—”sinz—”Jzﬁ 1sinz—ﬂ—1 sinz—ﬁ
412 9 9 412 9 2 9 2

3
AIE Sin7_ﬂ_sin7_ﬂ+£ :iDOﬂCI A:_
9 9 9 16 16

Exercice 29: soit : ee}o;%[ tel que : 3sin@d+5c0s8=>5

1) monter que : 5sin#—-3c0sd =3
2) déduire la valeur de : c0s@ et Sing
Solution :1) 3sin@+5c0s0=5<>3sin@=5-5c0s 4

< 3sing=5(1-cosf) < 3sinf =5x Zsinzg
.0
Car: 1—0059:25m2§

Donc: 3sin@+5c0s8 =5< 3sin@ =1Osin22

3sinf@+5cosf =5 63in§cos§ :1Osin2§

Car: Sinfd= Zsingcosg
2 2

33in0+50030:5c>BCosgzlosing car sing;to

; 0 3
Donc : 33|n6?+50039=5<:>tan5=g
2tang 1—tan2g
Oronsaitque: gjng = et cosg = 2
0
1+tan2 1+tan2—
2 2
5(2tan§j 3(1—tan22)
Donc: 3sin@+5c0s@ = 5 5
1+tan2— 1+tan2—
2 2
3 9
10x= 3(1—)
3sin@+5co0s6 = 9 35 :gzg
1+—  1+— 34
25 25

3sin@+5c0s8 =5

on le résolvant on

5sin@-3cosf =3

trouve: cos @ = E et sin@ = E
17 10

2)on a le systeme: {
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C’est en forgeant que ’on devient forgeron » Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices

Que I’on devient un mathématicien
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